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بدانند... بیشتر ͬ خواهند م که آن هایی همه به تقدیم





پیش گفتار

در عمومͬ ریاضیات روزافزون اهمیت و کاربرد به توجه با

کتاب های اینکه به نظر نیز و علمͬ پدیدە های توجیه و درک به ͷکم

ریاضیات موضوع با رابطه در فارسͬ زبان به تاکنون که ͬ ای ریاض

و ریاضͬ جامعه فعلͬ نیازهای است، شدە  تالیف یا ترجمه عمومͬ

شد. گرفته حاضر کتاب تالیف به تصمیم ͬ کند، نم برآورده را علمͬ

اول سال دانشجویان برای که است گونە ای به کتاب این سطح

رشتە های کارشناسͬ دانشجویان و ریاضͬ رشته کارشناسͬ دوره

است. استفاده قابل مرتبط رشتە های سایر و ͷانیͺم ،ͷفیزی

نظریه درس سرفصل های به توجه کتاب، این ͬ های ویژگ از

تمامͬ که گونە ای به است؛ کارشناسͬ دوره در همومͬ ریاضیات

بیانͬ با فناوری و تحقیقات علوم، وزارت مصوب سرفصل های

مثال ها، تعدد به توجه با همچنین، است. شده آورده فهم قابل و ساده

است. استفاده قابل نیز خودخوان صورت به کتاب،

اول، فصل در است. شده تشͺیل فصل شش از حاضر کتاب

اساسͬ قضیه نیز و گرفته قرار بررسͬ مورد اولیه مقدمات و مفاهیم

است. شده بیان جواب بفردی منحصر و وجودی

سیستم روی اول، فصل مطالب و مباحث دوم، فصل در

در همچنین است. شده داده توسیع اول، مرتبه دیفرانسیل معادلات

شده ارایه معادلات سیستم حل برای مختلف روش سه فصل، این

استفاده با معادلات سیستم حل روش که است ذکر به لازم است.

شده آورده ارشد کارشناسͬ دورە های برای بیشتر جردن، روش از

روش، این مطالعه از ͬ توان م کارشناسͬ دورە های برای لذا است.

و nام مرتبه دیفرانسیل معادلات فصل، ادامه در کرد. چشم پوشͬ

است. شدە  بررسͬ آن، به مربوط قضیە های

اشتورم نظریه و مرزی مقدار مسایل با ارتباط در سوم فصل

مقدار مسایل با ارتباط در اساسͬ قضیە های فصل، این در است.

است. شده آورده ͷتفکی قضیه و مقایسە ای قضیه جمله از مرزی،

است. شدە  معرفͬ ͬͺدینامی سیستم های چهارم، فصل در

فاز، تصویر و ثابت نقاط پایداری ثابت، نقاط مفاهیم و تعاریف

است. شده ارایه روان و ساده بیانͬ با

بحث صفحه در خطͬ ͬͺدینامی سیستم های درباره پنجم، فصل

سیستم های و متعارف خطͬ سیستم های دقیق تر، بیان به ͬ کند. م

کاوش مورد آن ها به مربوط فاز تصاویر و بیان صفحه، در ساده خطͬ

است. گرفته قرار

در است. صفحه در غیرخطͬ سیستم های درباره ششم فصل

بیشتر است. پنجم فصل تکمیلͬ مطالب دربرگیرنده فصل، این واقع

است. مناسب تکمیلͬ تحصیلات دورە های برای فصل، این مطالب

نظریه درس سرفصل های به توجه کتاب، این ͬ های ویژگ از

تمامͬ که گونە ای به است؛ کارشناسͬ دوره در همومͬ ریاضیات

بیانͬ با فناوری و تحقیقات علوم، وزارت مصوب سرفصل های

مثال ها، تعدد به توجه با همچنین، است. شده آورده فهم قابل و ساده

است. استفاده قابل نیز خودخوان صورت به کتاب،

نظریه درس سرفصل های به توجه کتاب، این ͬ های ویژگ از

تمامͬ که گونە ای به است؛ کارشناسͬ دوره در همومͬ ریاضیات



پیش گفتارج

بیانͬ با فناوری و تحقیقات علوم، وزارت مصوب سرفصل های

مثال ها، تعدد به توجه با همچنین، است. شده آورده فهم قابل و ساده

است. استفاده قابل نیز خودخوان صورت به کتاب،

با را خود پیشنهاد های و نظرها گرامͬ، خوانندگان که است امید

کتاب شدن ͬ تر غن موجب بعدی چاپ های در تا گذاشته میان در ما

گردد.

دامن افشان وحید

۱۴۰۰ بهار کرمانشاه،
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۱
مهندسͬ علوم در آن کاربرد و مشتق 

کامپیوتر علوم و ͬͺپزش اقتصاد، پایه، علوم در گسترده طور به مشتق 

رفتار توضیح منظور به به و شتاب و اولیه سرعت محاسبه برای

تانکر از آب شدن پمپ هنگام در آب افت میزان تخمین ماشین آلات،

ͬ رود. م کار به اندازە گیری ها در خطا ایجاد نتایج پیشͽویی و آب

گفت ͬ توان م باشد. سخت و طولانͬ ͬ تواند م مشتق ها کردن پیدا

محسوب انتگرال و دیفرانسیل حساب اصلͬ ارکان از ͬͺی مشتق

بیان آن ها آسان تر محاسبه برای تکنیͷ هایی فصل، این در ͬ شود. م

.[۴] ͬ شود م

آن ها کاربرد و یͷ طرفه حدهای یادآوری ۱ .۱

به آن، از بعد و کرده یادآوری را یͷ طرفه حدهای ابتدا بخش این در

مشتق گیری قضایای و روابط سپس ͬ پردازیم. م مشتق مفهوم بیان

نظر در را xهایی ،limx→a f(x) تعریف در ͬ کنیم. م بیان را

مقادیر یعنͬ باشند؛ a خود نه و a شامل باز بازۀ ͷی در که ͬ گیریم م

باشند. آن از کوچͷ تر چه و باشند a از بزرگ تر چه را، a به ͷنزدی x

چون داریم. f(x) =
√
x− ۴ مانند تابعͬ کنید فرض حال

باز بازۀ هیچ در f بنابراین ندارد، وجود f(x) مقدار ،x < ۴ برای

است. بی معنͬ limx→۴
√
x− ۴ لذا است. نشده تعریف ۴ شامل

توابع، از مشتق گیری برای مشتق تعریف از استفاده که آنجایی از

با که ͬ کنیم م مطرح را قضایایی بخش، این در است، زمان بر کاری

۱ .۱ شͺل آورد. دست به سادگͬ به را توابع مشتق بتوان آن ها ͷکم

خط و y = ۲ − x۲ نمودار بین محصور ناحیۀ آن، در که ببینید را

کسینوس، توان های انتگرال گیری برای ͬ دهد. م نشان را y = −x

داریم. نیاز sinx اضافͬ فاکتور ͷی به

ͷی به سینوس، توان های انتگرال گیری برای مشابه، طور به

داریم. نیاز cosx اضافͬ فاکتور

−۱−۱ ۱ ۲ ۳۰

(−۱, ۱)

x

y

(۲,−۲)

y = −x

y = ۲ − x۲

خط و y = ۲−x۲ سهمͬ توسط شده ایجاد محصور ناحیۀ ۱ .۱ شͺل
y = −x

کنیم، محدود ۴ از بزرگ تر مقادیر به فقط را x اگر این، وجود با

در کنیم؛ ͷنزدی ۰ به دلخواه اندازۀ به را
√
x− ۴ مقدار ͬ توانیم م

حد آن را و ͬ دهیم م میل ۴ به راست سمت از را x حالتͬ، چنین

بنابراین ͬ نامیم. م راست حد یا و راست از یͷ طرفه

lim
x→۴+

√
x− ۴ = ۰.

ͬ شود. م تعریف مشابه صورت به نیز چپ حد



مهندس۲ͬ علوم در آن کاربرد و مشتق  ۱

در f راست مشتق آنگاه باشد، شده تعریف x۱ در f تابع اگر

صورت به و ͬ شود م داده نشان f ′
+(x۱) با x۱

f ′
+(x۱) = lim

∆x→۰+

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(۱ .۱)

موجود حدود این که شرطͬ به ͬ شود؛ م تعریف دیͽر، عبارت به یا و

بیشتر خواننده تا ͬ شود م بیان مثال و قضیه چند ادامه، در باشند.

به ͬ توان م بیشتر بحث برای شود. آشنا مشتق و حد مفاهیم با

کرد. مراجعه دیفرانسیل حساب پیشرفتە تر کتاب های

در آن کاربرد و نامعین و معین انتگرال ۲ .۱
مهندسͬ

و دارد وجود limx→a f(x) گوییم حد). (وجود ۱ .۲ .۱ قضیه

اگر تنها و اگر است، L برابر

lim
x→a+

f(x), lim
x→a−

f(x)

باشند. L با برابر و موجود دو هر

ضابطۀ با و ۲ .۱ شͺل مطابق f تابع کنید فرض .۲ .۲ .۱ مثال

f(x) =


−۱ x < ۰
۰ x = ۰
۱ x > ۰

دارد؟ وجود f تابع حد آیا است. شده تعریف

۱ ۲

۱

۰

y =
(x

۲

)۲/۳
(۲, ۱)

x

y

[۰, ۲] بازه در y = (x/۲)۲/۳ تابع نمودار ۲ .۱ شͺل

باشد، ۰ از کوچͷ تر عددی x اگر تابع، تعریف به توجه با حل.

.limx→۰− f(x) = −۱ لذا است. −۱ ثابت مقدار دارای f(x)

که ͬ شود م نتیجه مشابه، استدلالͬ با

lim
x→۰+

f(x) = +۱.

بنابراین

lim
x→۰−

f(x) ̸= lim
x→۰+

f(x)

■ ͬ رسد. م پایان به مثال حل لذا و

به قطعە برنامە ها، و برنامە ها نمادین، شناسͬ معنͬ در
اسͺات۱ دیدگاه از دامنە ها مانند ریاضͬ ساختارهای از عنصرهایی

ایجاد توانایی شده مدل بندی سیستم اگر ͬ شود. م نگاشته

باشد، داشته را تصادفͬ) شبه انتخاب های (یا تصادفͬ انتخاب های

را احتمال که اندازە ای وسیله به را خود رفتار که است منطقͬ آنگاه

اندازە پذیری زیرمجموعە  تا کند مدل بندی ͬ کند، م ثبت سیستم برای

بار اولین برای ایدە ها این بشود. ممͺن حالت های همه مجموعه از

شد. مطرح کازن۳ و صاحب جهرم۲ͬ توسط

یادآوری

برای که است تکنیͷ هایی از ͬͺی جزء به جزء انتگرال گیری

فرم به انتگرال هایی کردن ∫ساده
f(x)g(x)dx

مشتق بارها بتوان f از آن، در که شرطͬ به ͬ رود؛ م کار به

گرفت. انتگرال سادگͬ، به بتوان نیز g از و گرفت

واضح بسیار بطور توپولوژی، و محاسبە پذیری بین ارتباط این
ویͺرز۶ ،۵ͬͺآبرامس توسط بعدها و شده داده شرح اسمیت۴ توسط

شد. داده توسعه بیشتر دیͽران، و

توضیح را نامعین و معین انتگرال های مفهوم بخش، این در

بعضͬ همچنین ͬ شود. م بیان معین انتگرال خواص سپس و داده

نوبت آن، از بعد ͬ شود. م داده توضیح معین انتگرال کاربردهای از

این برای انتگرال گیری روش های و ͬ رسد م نامعین انتگرال های به

درس در بعدها روش ها این از ͬ شود. م داده شرح انتگرال ها نوع

ببینید. را ۳ .۱ شͺل ͬ شود. م استفاده نیز دیفرانسیل معادلات

معین انتگرال ۱ .۲ .۱

این باشد. [a, b] بازۀ روی پیوسته تابع ͷی y = f(x) کنید فرض

،. . . ،x۲ ،x۱ مانند نقطه n − ۱ انتخاب با زیربازه n به را بازه

که شرطͬ به ͬ کنیم م تقسیم b و a بین xn−۱

a < x۱ < x۲ < · · · < xn−۱ < b
1Scott 2Saheb-Djahromi 3Kozen 4Smyth 5Abramsky 6Vickers



مهندسͬ در آن کاربرد و نامعین و معین انتگرال ۲ .۱۳

۱

−۱

۰

f(x) = cosx

f(x) = sinx

y = cosx و y = sinx مثلثاتͬ تابع دو نمودار ۳ .۱ شͺل

نشان xn با را b و x۰ با را a یͺنواختͬ، ایجاد برای آن در که

ببینید. را ۴ .۱ شͺل ͬ دهیم. م

اگر معین). انتگرال های برای میانگین مقدار (قضیه ۳ .۲ .۱ قضیه

دارد وجود [a, b] بازۀ در cای ͷی آنگاه باشد، پیوسته [a, b] روی f

که طوری به

f(c) =
۱

b− a

∫ b

a
f(x)dx.

صورت، این در که باشد خاصͬ شͺل دارای است ممͺن ناحیه

حساب آن را مساحت ͬ توانیم م [۳] هندسه فرمول های از استفاده با

کنیم.

f(x) ≥ شرط با و [a, b] بازۀ روی پیوستە ای توابع g و f اگر

و y = f(x) ͬ های منحن بین ناحیۀ مساحت آنگاه باشند، g(x)

با است برابر b تا a از y = g(x)

A =

∫ b

a
[f(x)− g(x)]dx. (۲ .۱)

یͺدیͽر قاطع ͬ های منحن ۲ .۲ .۱

ͬ کنند، م قطع را یͺدیͽر که ͬ هایی منحن توسط ناحیە ای وقتͬ

تعیین را انتگرال گیری حدود تقاطع، نقاط ͬ شود، م مشخص

در ͬ دهد. م نشان را حالت این از نمونە ای بعدی، مثال ͬ کنند. م

که کرد خواهیم بررسͬ را دیͽری نمونە های هم باز بعدی فصل

شد. خواهد مبحث بیشتر فهم باعث

روش های و ͬ رسد م نامعین انتگرال های به نوبت آن، از بعد

این از ͬ شود. م داده شرح انتگرال ها نوع این برای انتگرال گیری

ͬ شود. م استفاده نیز دیفرانسیل معادلات درس در بعدها روش ها

آن، در که
∫
f(x)g(x) dx فرم به انتگرال هایی که دیدیم

بارها نیز g از و گرفته مشتق بارها شدن، صفر برای f از ͬ توان م

به شدن حل برای خوبی نامزدهای گرفت، انتگرال مشͺل، بدون

هستند. جزء به جزء انتگرال گیری روش

از و شود صفر تا گرفت مشتق بار دو ͬ توان م f(x) = x از

طرفͬ، از گرفت. انتگرال بارها سادگͬ، به ͬ توان م نیز g(x) = ex

قطع y = ۴ و y = ۰ نقطۀ در را همدیͽر خط، و سهمͬ چون

است. d = ۴ و c = ۰ انتگرال گیری، حدود لذا ͬ کنند، م

x

y

b

a

y = f(x)

y = g(x)

y = g(x) و y = f(x) منحنͬ دو بین محصورشده ناحیه ۴ .۱ شͺل

است. L برابر PQ خاص قطعە خط طول شͺل، به توجه با

جمع وسیلۀ به منحنͬ طول بنابراین

n∑
k=۱

√
(∆xk)۲ + (∆yk)۲

ببینید. را ۱ .۱ جدول ͬ شود. م زده تقریب

نوشت ͬ توان م آنگاه باشد، f دامنۀ از خاصͬ عدد x۱ اگر

f ′(x۱) = lim
∆x→۰

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(۳ .۱)

برای (۳ .۱) رابطۀ از باشد. داشته وجود حد این که شرطͬ به البته

ͬ شود. م استفاده x۱ مانند خاص نقطۀ ͷی در f تابع مشتق محاسبۀ

به توجه با بنابراین است. «x → x۱» معادل «∆x → ۰»

نوشت ͬ توان م (۳ .۱) فرمول

f ′(x۱) = lim
x→x۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱



مهندس۴ͬ علوم در آن کاربرد و مشتق  ۱

داشته وجود f ′(x۱) اگر گوییم، مشتق پذیر x۱ در را f تابع

هر ازای به f اگر گوییم، مشتق پذیر I بازۀ روی را f تابع باشد.

باشد. مشتق پذیر بازه، این در واقع عدد

سهمͬ توسط شده ایجاد محصور ناحیۀ مساحت .۴ .۲ .۱ مثال

کنید. پیدا را y = −x خط و y = ۲ − x۲

طبق .(۵ .۱ (شͺل ͬ کنیم م رسم را منحنͬ دو هر نمودار ابتدا حل.

.g(x) = −x و f(x) = ۲ − x۲ ͬ دهیم م قرار ،(۲ .۱) رابطۀ

۲ − x۲ = −x معادلۀ انتگرال گیری، حدود کردن پیدا برای حال

نوشت ͬ توان م لذا .x۲ − x− ۲ = ۰ بنابراین ͬ کنیم. م حل را

A =

∫ b

a
[f(x)− g(x)]dx

=

∫ ۲

−۱
(۲ + x− x۲)dx

=

[
۲x+

x۲

۲
− x۳

۳

]۲

−۱

=
(

۴ +
۴
۲
− ۸

۳

)
−
(
− ۲ +

۱
۲
+

۱
۳

)
■ ͬ کند. م تمام را کار که

۰

d

c

x = f(y)x = g(y)

x

y

[c, d] بازه در x = f(y) و x = g(y) ͬ های منحن نمودار ۵ .۱ شͺل

دارد. نام (۵ .۱ (شͺل ͷدیس روش بالا، در شده گفته روش

دارد وجود دوران از حاصل حجم محاسبۀ برای نیز دیͽری روش

روش این با بیشتر ادامه در . است شده معروف واشر، روش به که

.[۱] شد خواهیم آشنا

ͷی تولید برای که ناحیە ای هرگاه واشر). (روش ۵ .۲ .۱ تعریف

تولید جسم نکند، قطع را دوران محور ͬ شود، م داده دوران جسم،

فرمول از روش، این در بود. خواهد سوراخ ͷی دارای شده،

V =

∫ b

a
π([R(x)]۲ − [r(x)]۲) dx (۴ .۱)

داخلͬ شعاع r(x) و بیرونͬ R(x)شعاع آن، در که ͬ شود م استفاده

است. واشر

سراسر در r(x) اگر (۸ .۱) فرمول در که باشید داشته دقت

ͬ شود. م نتیجه ،ͷدیس روش فرمول همان باشد، صفر [a, b] بازۀ

است. واشر روش از خاصͬ حالت ،ͷدیس روش بنابراین

ͷکدام ی که است این بیاید پیش اینجا در است ممͺن که سوالͬ

قطع، طور به که است این واقعیت است؟ بهتر شده، گفته روش ۳ از

ͬ کند. م عمل بقیه از بهتر همیشه روش، کدام که گفت ͬ توان نم

از آن ها شͺل که هستند جسم هایی دوران، از حاصل جسم های

ͬ آید. م دست به محور ها حول دوران

V =

∫ d

c
π([R(y)]۲ − [r(y)]۲) dy

+

∫ ۱

۰
π
([۳

۲
−√

y
]۲)

dy.

ابتکاری روشͬ با ͬ ها منحن طول محاسبۀ ۳ .۱

تا x = a از را y = f(x) منحنͬ طول ͬ خواهیم م کنید فرض

نقاط و ͬ کنیم م افراز را [a, b] بازۀ معمول، طبق کنیم. پیدا x = b

تا ͬ کنیم م وصل همدیͽر به قطعە خط هایی با را منحنͬ روی متناظر

.(۷ .۱ (شͺل شود تشͺیل چندضلعͬ مسیر ͷی

منحنͬ طول باشد، هموار [a, b] بازۀ روی f اگر .۱ .۳ .۱ تعریف

مشتق برای حاصل ضرب قاعدۀ از جزء، به جزء انتگرال گیری فرمول ۱ .۱ جدول

انتگرال گیری مشتق تابع
(۶٫۴۴̸۲٫۳۲) ۸٫۷۶ خاص نقطۀ ͷی در f تابع مشتق محاسبۀ f(x) تابع ضدمشتق
(۰٫۹۷̸۴٫۱۱) ۵٫۰۸ خاص نقطۀ ͷی در f + g تابع مشتق محاسبۀ f(x) + g(x) تابع ضدمشتق
(۳٫۱۸̸۳٫۲۸) ۶٫۴۶ خاص نقطۀ ͷی در f ۲ تابع مشتق محاسبۀ g۲(x) ضدمشتق



ناسره انتگرال های ۴ .۱۵

۱ ۲

۱

۰

y =
(x

۲

)۲/۳
(۲, ۱)

x

y

I بازه در y = (x/۲)۲/۳ تابع نمودار (ب)

−۱−۱ ۱ ۲ ۳۰

(−۱, ۱)

x

y

(۲,−۲)

y = −x

y = ۲ − x۲

و y = ۲ − x۲ سهمͬ توسط شده ایجاد محصور ناحیۀ (آ)
y = −x خط

متقارن حالت در ۵ .۲ .۱ تعریف نمودار ۶ .۱ شͺل

با است برابر b تا a از y = f(x)

L =

∫ b

a

√
۱ +

(dy
dx

)۲
dx

=

∫ b

a

√
۱ + (f ′(x))۲ dx. (۵ .۱)

بازۀ از خاص نقطۀ ͷی در dy/dx است ممͺن گاهͬ

حساب را dx/dy حالت این در نباشد. موجود انتگرال گیری

.(۷ .۱ (شͺل ͬ کنیم م بیان y از تابعͬ حسب بر را x و ͬ کنیم م

۱

۱

۰ x

y

y =
۱√
x

نامعین برد با تابعͬ از نمونە ای ۷ .۱ شͺل

ناسره انتگرال های ۴ .۱

دو دارای داشتە ایم، کار و سر آن ها با اینجا تا که معینͬ انتگرال های

و a یعنͬ آن ها، انتگرال گیری دامنۀ اینکه، ͬͺی بودە اند.[۲] ویژگͬ

در بود. معین دامنه، این روی انتگرالده برد اینکه، دوم بود. معین b

کنیم برخورد انتگرال ها این با باید چͽونه که ͬ گیریم م یاد بخش این

.(۲ .۱ (جدول

همͽرایی .۱ .۴ .۱ ∫مثال ۳

۰

dx

(x− ۱)۲/۳

کنید. بررسͬ را

نامتناهͬ x = ۱ در f(x) = ۱/(x − ۱)۲/۳ انتگرالده حل.

انتگرال همͽرایی است. پیوسته (۱, ۳] و [۰, ۱) روی اما ͬ شود؛ م

روی دارد. بستگͬ ۳ تا ۱ و ۱ تا ۰ از انتگرال های به [۰, ۳] روی

داریم [۰, ۱]∫ ۱

۰

dx

(x− ۱)۲/۳
= lim

b→۱−

∫ b

۰

dx

(x− ۱)۲/۳

= lim
b→۱−

[۳(b− ۱)۱/۳ − ۳(۰ − ۱)۱/۳]

= ۳

■ ͬ آید. م دست به نتیجه لذا و

دوران از حاصل جسم های حجم محاسبۀ ۵ .۱

از آن ها شͺل که هستند جسم هایی دوران، از حاصل جسم های

شده، تولید جسم های گاهͬ ͬ آید. م دست به محور ها حول دوران

راحتͬ به هندسه، فرمول های از استفاده با که هستند جسم هایی

جسم ها، این شͺل گاهͬ اما کنیم؛ حساب را آن ها حجم ͬ توانیم م

حساب از آن ها حجم محاسبۀ برای ناچاریم لذا و نیست منظم

نوع این حجم دربارۀ ادامه در بͽیریم. ͷکم انتگرال و دیفرانسیل

ͬ کنیم. م بحث جسم ها



مهندس۶ͬ علوم در آن کاربرد و مشتق  ۱

پیوستگͬ با ارتباط در f تابع عملͺرد نحوه ۲ .۱ جدول

بحرانͬ نقطه ناپیوستگͬ نقطه تابع نام

a۲ + ۳ x = ۱ f تابع
b− ۴ x = −۲ g تابع

a+ b− ۷ x = ۰ h تابع

xها محور حول دوران از حاصل حجم ۱ .۵ .۱

تابع نمودار و xها محور بین ناحیۀ دوران از حاصل جسم حجم

با است برابر xها محور حول a ≤ x ≤ b ،y = R(x) پیوستۀ

V =

∫ b

a
π(R(x))۲ dx (۶ .۱)

صورت، این در که باشد خاصͬ شͺل دارای است ممͺن ناحیه این

کنیم؛ حساب آن را مساحت ͬ توانیم م هندسه فرمول های از استفاده با

مساحت که ناچاریم باشند، دلخواهͬ پیوستۀ توابع g و f اگر اما

کد ͬ توان م حال کنیم. حساب انتگرال از استفاده با را نظر مورد

نوشت. زیر صورت به را رابطه این

دوران از حاصل جسم حجم محاسبه ۱ .۱ �کد
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yها محور حول دوران از حاصل حجم ۲ .۵ .۱

تابع نمودار و yها محور بین ناحیۀ دوران از حاصل جسم حجم

با است برابر yها محور حول c ≤ y ≤ d ،x = R(y) پیوستۀ

V =

∫ d

c
π(R(y))۲dy (۷ .۱)

آنگاه بیابیم، شده ایجاد مسیر طول برای فرمولͬ بتوانیم اگر حال

داشت. خواهیم نیز AB منحنͬ طول تقریب برای فرمولͬ

نکته
در یͺسان، مشتق با توابع̧ ͬ دانیم م میانگین، مقدار قضیۀ طبق

اگر دیͽر، عبارت به دارند. اختلاف یͺدیͽر با ثابت عدد ͷی

f(x) = آنگاه باشند، داشته یͺسانͬ مشتق ،g و f تابع دو

ͷی گاه هر که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین است. g(x)+C

در f دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا f تابع برای F ضدمشتق

انتگرال گیری در را حالت این دارند. تفاوت F با ثابت، ͷی

∫با
f(x)dx = F (x) + C

ͬ دهیم. م نشان

y =
√
x به بالا از که اول ربع در ناحیە ای مساحت .۱ .۵ .۱ مثال

بیابید. را است محدود y = x− ۲ خط و xها محور به پایین از و

بالا، شͺل به توجه با ͬ کنیم. م رسم را تابع دو هر نمودار ابتدا حل.

جسم های گاهͬ است. x = y + ۲ خط ناحیه، راستͬ سمت مرز

هندسه، فرمول های از استفاده با که هستند جسم هایی شده، تولید

f(y) = y+ ۲ لذا کنیم؛ حساب را آن ها حجم ͬ توانیم م راحتͬ به

،y = −۱ مقدار چون، حال است. y = ۲ و y = −۱ مرز و است

قبول قابل لذا ͬ دهد، م دست به را xها محور پایین تقاطع نقطۀ ͷی

b = ۲ لذا و بوده قبول قابل y = ۲ مقدار فقط بنابراین نیست.

است.

ͬ کنیم. م استفاده بالا رابطۀ از حال

A =

∫ d

c
[f(y)− g(y)]dy

=

∫ ۲

۰
[۲ + y − y۲]dy

=

[
۲y +

y۲

۲
− y۳

۳

]۲

۰

=
۱۰
۳
.

■ است. A = ۱۰/۳ بنابراین

ͬ شود، م داده دوران جسم، ͷی تولید برای که ناحیە ای هرگاه

سوراخ ͷی دارای شده، تولید جسم نکند، قطع را دوران محور



۷تمرین ها

فرمول از روش، این در بود. خواهد

V =

∫ b

a
π([R(x)]۲ − [r(x)]۲) dx (۸ .۱)

داخلͬ شعاع r(x) و بیرونͬ R(x)شعاع آن، در که ͬ شود م استفاده

است. واشر

مثال نتیجۀ با آمده، دست به نتیجۀ ͬ شود، م دیده که همان طور

است. آمده دست به کمتری محاسبات مقدار با و است یͺسان قبل

انتگرال y به نسبت چون مثال، این در که شود دقت همچنین

است. لازم انتگرال گیری ͷی تنها گرفتە ایم،

تمرین ها

کنید. حساب آن را مشتق باشد، f(x) = ۳x۲ + ۱۲ اگر ۱ .۱

مقدار دهید نشان ۲ .۱∫ ۱

۰

√
۱ + cosxdx

باشد. ۲ ͬ تواند نم

xی هر برای که cosx ≥ (۱ − x۲/۲) نامساوی از ۳ .۱

مقدار برای پایین کران ͷی و کنید استفاده است، برقرار

کنید. پیدا
∫ ۱

۰ cosxdx

حساب x = ۲ نقطۀ در را f(x) = ۳x۲ + ۱۲ تابع مشتق ۴ .۱

کنید.

کجا در f که کنید تعیین باشد، f(x) = ۳x۲ + ۱۲ اگر ۵ .۱

است؟ مشتق پذیر

x ≥ ۲ فرض با y =
√
x− ۲ نمودار روی متحرکͬ ۶ .۱

ثانیه بر متر ۲ آهنگ با آن x مؤلفۀ اگر ͬ کند. م حرکت

تغییر آهنگ است، x = ۶ که لحظە ای در یابد، افزایش

است صعود حال در متحرک آیا چیست؟ برابر آن y مؤلفه

نزول؟ یا

حساب را y = (
√
x+ ۱)(

√
x− ۱)(x+ ۱) تابع مشتق ۷ .۱

کنید.

مشتق ۸ .۱

f(x) =
(x− ۱)(x۲ − ۲x)

x۴

کنید. حساب را

کرد؟ محاسبه ͬ توان م چطور را زیر منحنͬ طول ۹ .۱

۱

۱

۰ x

y

y =
۱√
x

و f(۴) = −۳ که طوری به باشد تابعͬ f(x) اگر ۱۰ .۱

g(x) = که طوری به باشد تابعͬ g و f ′(۴) = −۵

آورید. دست به را g′(۴) باشد، f(x)/x

صورت به f تابع اگر ۱۱ .۱

y = sinx− ۲ cosx (۹ .۱)

بستگͬ x به که بیابید y′ و y بین رابطە ای باشد، شده داده

باشد. نداشته

کنید. حساب را y =
√
x۲ + ۱ تابع مشتق ۱۲ .۱

اگر ۱۳ .۱

lim
h→o

f(۳ + h)− f(۳)
h

= −۱

x = ۱ نقطۀ در را y = f(x۴ + x + ۱) مشتق باشد،

کنید. حساب

اگر ۱۴ .۱

f(sinx− cosx) =
√

۲g(۲x− π

۴
)

کنید. حساب را f ′(۰) باشد، g′(π
۴
) = ۴ و

آورید. دست به را dy/dx زیر، معادلۀ در ۱۵ .۱

۲y = x۲ + sin y.

پارامتری معادلۀ مشتق ۱۶ .۱

x = ۳t۴ + t۲ − ۵, y = ۶t۲ − t

آورید. دست به را

و باشند مشتق پذیر و حقیقͬ توابع g و f کنید فرض ۱۷ .۱

کنید ثابت باشد. g′(x) ̸= ۰ و f(۰) = g(۰) = ۰

lim
x→۰

f(x)

g(x)
=

f ′(۰)
g′(۰)

.

آورید. دست به را y = Arcsinx تابع مشتق ۱۸ .۱

آورید. دست به را y = Arctanx تابع شتق ۱۹ .۱



مهندس۸ͬ علوم در آن کاربرد و مشتق  ۱

منحنͬ بر مماس خط معادلۀ ۲۰ .۱

y = Arcsin
x− ۱
x+ ۲

بنویسید. را yها محور با منحنͬ تلاقͬ نقطۀ در را

تابع در ۲۱ .۱

f(x) =
۵x+ ۱
x− ۱

,

آورید. دست به را (f−۱)′(۱۱) مقدار

تابع در ۲۲ .۱

y =

√
۱

cos ۲x
,

باشد. x از مستقل که بیابید y′′ و y′ ،y بین رابطە ای

تابع در ۲۳ .۱

y =
۱√

x۲ + ۲x+ ۵
,

باشد. x از مستقل که بیابید y′′ و y′ ،y بین رابطە ای



۲
حجم محاسبه در انتگرال کاربرد

از آن ها شͺل که هستند جسم هایی دوران، از حاصل جسم های

از که دارد مختلفͬ انواع شعر ͬ آید. م دست به محور ها حول دوران

شعر کرد. اشاره عاشقانه و مذهبی ،ͷکلاسی به ͬ توان م جمله آن

اینجا در است. برخوردار خاصͬ اهمیت از نیز فارسͬ عاشقانه

کلͬ، تبدیل عملͽر، خطͬ، معادله منحنͬ، مثل تخصصͬ واژه چند

ایدە آل آونگ و مارپیچ نگاشت، موهومͬ، و مشخصه چندجملە ای

نمودار، بی نقص، نگاشت با نیز بعدی فصل های در داریم. نیز

خط های جمعͬ، نماد حاده، زاویه همͽرایی، پایداری، نامساوی،

گونیا گشتاور، مجانبی، مخروط، فلش، صعود، مارپیچ، ناموازی،

ͬ شویم. م آشنا کمان و

نامعین انتگرال گیری قواعد ۱ .۲

تابع نمودار و xها محور بین ناحیۀ دوران از حاصل جسم حجم

با است برابر xها محور حول a ≤ x ≤ b ،y = R(x) پیوستۀ

V =

∫ b

a
π(R(x))۲ dx (۱ .۲)

محور و ۰ ≤ x ≤ ۴ ،y =
√
x منحنͬ بین ناحیۀ .۱ .۱ .۲ مثال

حجم ͬ شود. م داده دوران xها محور حول جسمͬ، تولید برای xها،

کنید. پیدا را آن  را

تابع نمودار و yها محور بین ناحیۀ دوران از حاصل جسم حجم

f با است برابر yها محور حول c ≤ y ≤ d ،x = R(y) پیوستۀ

بازه این در واقع عدد هر ازای به

V =

∫ d

c
π(R(y))۲ dy (۲ .۲)

انتگرال گیری تکنیͷ های ۲ .۲

شدیم. آشنا مثلثاتͬ انتگرال گیری راهͺارهای از بعضͬ با اینجا، تا

ندارد. وجود مستقیمͬ راهͺار دیͽر، حالت های برای متاسفانه

از که کنیم پیدا نیاز است ممͺن حالت ها این با برخورد هنگام

استفاده ابتکار مقداری گاهͬ و جزء به جزء انتگرال گیری اتحادها،

کنیم.

جزء به جزء انتگرال گیری ۱ .۲ .۲

ساده برای که است تکنیͷ هایی از ͬͺی جزء به جزء انتگرال گیری

فرم به انتگرال هایی ∫کردن
f(x)g(x)dx (۳ .۲)

و گرفت مشتق بارها بتوان f از آن، در که شرطͬ به ͬ رود؛ م کار به

انتگرال گرفت. انتگرال سادگͬ، به بتوان نیز g ∫از
xexdx,

دو ͬ توان م f(x) = x از زیرا است؛ انتگرالͬ چنین از نمونه ͷی

به ͬ توان م نیز g(x) = ex از و شود صفر تا گرفت مشتق بار



حجم۱۰ محاسبه در انتگرال کاربرد ۲

همچنین جزء، به جزء انتگرال گیری گرفت. انتگرال بارها سادگͬ،

مانند انتگرال هایی ∫برای
ex sinxdx

یا و مشتق گیری از بعد انتگرالده از قسمت هر آن ها، در که

ͬ رود. م کار به نیز ͬ شوند، م تکرار دوباره مͺرر، انتگرال گیری

سادە کننده جانشینͬ ۲ .۲ .۲

هر برای گاه هر است، f(x) تابع ضدمشتق ͷی F (x) تابع گوییم

باشیم داشته f دامنۀ در x

F ′(x) = f(x).

نامیده x به نسبت f نامعین انتگرال ،f ضدمشتق های تمام مجموعۀ

علامت با و ∫شده
f(x)dx

ͬ شود. م داده نشان

جزیی کسرهای ۳ .۲ .۲

ͷی در یͺسان، مشتق با توابع̧ ͬ دانیم م میانگین، مقدار قضیۀ طبق

تابع دو اگر دیͽر، عبارت به دارند. اختلاف یͺدیͽر با ثابت عدد

f(x) = g(x) + C آنگاه باشند، داشته یͺسانͬ مشتق ،g و f

F ضدمشتق ͷی گاه هر که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین است.

F با ثابت، ͷی در f دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا f تابع برای

F ضدمشتق ͷی گاه هر که گرفت نتیجه ͬ توان م دارند. تفاوت

F با ثابت، ͷی در f دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا f تابع برای

با انتگرال گیری در را حالت این دارند. ∫تفاوت
f(x)dx = F (x) + C

ͬ دهیم. م نشان

فرایند در اصلͬ انتگرال شدن ظاهر ۳ .۲
انتگرال گیری

ͬ کنیم. م مرور هم با را حͺم چند بخش این در

باشد. ۲ ͬ تواند نم
∫ ۱

۰

√
۱ + cosxdx مقدار .۱ .۳ .۲ لم

واگذار خواننده به تمرین عنوان به برهان، سادگͬ دلیل به برهان

ͬ شود. م

باشد. ۲ ͬ تواند نم
∫ ۱

۰

√
۱ + cosxdx مقدار .۲ .۳ .۲ گزاره

باشد. ۲ ͬ تواند نم
∫ ۱

۰

√
۱ + cosxdx مقدار .۳ .۳ .۲ نتیجه

باشد. ۲ ͬ تواند نم
∫ ۱

۰

√
۱ + cosxdx مقدار .۴ .۳ .۲ ملاحظه

اگر کنید. حساب آن را مشتق باشد، f(x) = ۳x۲ + ۱۲ اگر

داریم قبلͬ مطالب از استفاده با باشد، f دامنۀ در عددی x

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

۳(x+∆x)۲ + ۱۲ − (۳x۲ + ۱۲)
∆x

= lim
∆x→۰

۳x۲ + ۶x∆x+ ۳(∆x)۲ + ۱۲ − ۳x۲ − ۱۲
∆x

= lim
∆x→۰

۶x∆x+ ۳(∆x)۲

∆x

= lim
∆x→۰

۶x+ ۳(∆x)

= ۶x

f دامنۀ از خاصͬ عدد x۱ اگر ͬ آید. م دست به f تابع مشتق لذا و

نوشت ͬ توان م آنگاه باشد،

f ′(x۱) = lim
∆x→۰

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(۴ .۲)

برای (؟؟) رابطۀ از باشد. داشته وجود حد این که شرطͬ به البته

ͬ شود. م استفاده x۱ مانند خاص نقطۀ ͷی در f تابع مشتق محاسبۀ

عبارت آنگاه ،x۱ +∆x = x دهیم قرار (۴ .۲) رابطۀ در اگر

فرمول به توجه با بنابراین است. «x → x۱» معادل «∆x → ۰»

نوشت ͬ توان م (۳ .۱)

f ′(x۱) = lim
x→x۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱
(۵ .۲)

کنید. حساب x = ۲ نقطۀ در را f(x) = ۳x۲ + ۱۲ تابع مشتق

را f تابع ͬ آید. م دست به x = ۲ نقطۀ در f تابع مشتق لذا و

را f تابع باشد. داشته وجود f ′(x۱) اگر گوییم، مشتق پذیر x۱ در

این در واقع عدد هر ازای به f اگر گوییم، مشتق پذیر I بازۀ روی

کنید تعیین باشد، f(x) = ۳x۲ + ۱۲ اگر باشد. مشتق پذیر بازه،

۶x و f ′(x) = ۶x که آنجایی از است؟ مشتق پذیر کجا در f که

در f که ͬ شود م نتیجه لذا است، موجود حقیقͬ اعداد تمام برای



بنیادی جانشینͬ سه ۴ .۲۱۱

آنگاه باشد، شده تعریف x۱ در f تابع اگر است. مشتق پذیر جا همه

صورت به و ͬ شود م داده نشان f ′
+(x۱) با x۱ در f راست مشتق

f ′
+(x۱) = lim

∆x→۰+

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(۶ .۲)

دیͽر، عبارت به یا و

f ′
+(x۱) = lim

x→x+
۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱
(۷ .۲)

f تابع اگر باشند. موجود حدود این که شرطͬ به ͬ شود؛ م تعریف

f ′
−(x۱) با x۱ در f چپ مشتق آنگاه باشد، شده تعریف x۱ در

صورت به و ͬ شود م داده نشان

f ′
−(x۱) = lim

∆x→۰−

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(۸ .۲)

دیͽر، عبارت به یا و

f ′
−(x۱) = lim

x→x−
۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱
(۹ .۲)

کنید فرض باشند. موجود حدود این که شرطͬ به ͬ شود؛ م تعریف

صورت به f تابع

f(x) =

{
۲x− ۱ x < ۳
۸ − x ۳ ≤ x

نقطۀ در را تابع این مشتق پذیری و پیوستگͬ است. شده تعریف

را پیوستگͬ شرط سه پیوستگͬ، بررسͬ برای کنید. بررسͬ x = ۳

همان که اول شرط بنابراین .f(۳) = ۵ داریم (۱) ͬ کنیم. م بررسͬ

دوم شرط بررسͬ برای (۲) است. برقرار است، f(۳) بودن موجود

داریم

lim
x→۳−

f(x) = lim
x→۳−

(۲x− ۱) = ۵

و

lim
x→۳+

f(x) = lim
x→۳+

(۸ − x) = ۵.

(۳) است. برقرار هم دوم شرط لذا و limx→۳ f(x) = ۵ بنابراین

حال است. پیوسته ۳ در f بنابراین .limx→۳ f(x) = f(۳)

داریم ͬ کنیم. م بررسͬ ۳ در را f مشتق پذیری

f ′
−(۳) = lim

∆x→۰−

f(۳ +∆x)− f(۳)
∆x

= lim
∆x→۰−

(۲(۳ +∆x)− ۱)− ۵
∆x

= lim
∆x→۰−

۶ + ۲∆x− ۶
∆x

= ۲.

بنیادی جانشینͬ سه ۴ .۲

باشد. داشته وجود f ′(x۱) اگر گوییم، مشتق پذیر x۱ در را f تابع

واقع عدد هر ازای به f اگر گوییم، مشتق پذیر I بازۀ روی را f تابع

باشد. مشتق پذیر بازه، این در

ͬ شود م داده نشان f ′ علامت با که است تابعͬ ،f تابع مشتق

صورت به f دامنۀ در واقع x عدد هر در آن مقدار و

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x
(۱۰ .۲)

فرض باشد. داشته وجود فوق حد که شرطͬ به ͬ شود؛ م تعریف

x = b تا x = a از را y = f(x) منحنͬ طول ͬ خواهیم م کنید

متناظر نقاط و ͬ کنیم م افراز را [a, b] بازۀ معمول، طبق کنیم. پیدا

ͷی تا ͬ کنیم م وصل همدیͽر به قطعە خط هایی با را منحنͬ روی

شود. تشͺیل چندضلعͬ مسیر

تمرین ها

اگر ۱ .۲

lim
h→o

f(۳ + h)− f(۳)
h

= −۱

x = ۱ نقطۀ در را y = f(x۴ + x + ۱) مشتق باشد،

کنید. حساب

اگر ۲ .۲

f(sinx− cosx) =
√

۲g(۲x− π

۴
)

کنید. حساب را f ′(۰) باشد، g′(π
۴
) = ۴ و

آورید. دست به را dy/dx زیر، معادلۀ در ۳ .۲

۲y = x۲ + sin y.

پارامتری معادلۀ مشتق ۴ .۲

x = ۳t۴ + t۲ − ۵, y = ۶t۲ − t

آورید. دست به را

و باشند مشتق پذیر و حقیقͬ توابع g و f کنید فرض ۵ .۲

کنید ثابت باشد. g′(x) ̸= ۰ و f(۰) = g(۰) = ۰

lim
x→۰

f(x)

g(x)
=

f ′(۰)
g′(۰)

.





آ پیوست

اساسͬ یادآوری چند

از آن ها شͺل که هستند جسم هایی دوران، از حاصل جسم های

شده، تولید جسم های گاهͬ ͬ آید. م دست به محور ها حول دوران

راحتͬ به هندسه، فرمول های از استفاده با که هستند جسم هایی

جسم ها، این شͺل گاهͬ اما کنیم؛ حساب را آن ها حجم ͬ توانیم م

حساب از آن ها حجم محاسبۀ برای ناچاریم لذا و نیست منظم

شͺل دارای است ممͺن ناحیه بͽیریم. ͷکم انتگرال و دیفرانسیل

هندسه فرمول های از استفاده با صورت، این در که باشد خاصͬ

کنیم. حساب آن را مساحت ͬ توانیم م

مثال چند و ریاضͬ استقرای آ. ۱

ͬ کنند، م قطع را یͺدیͽر که ͬ هایی منحن توسط ناحیە ای وقتͬ

تعیین را انتگرال گیری حدود تقاطع، نقاط ͬ شود، م مشخص

سوالͬ ͬ دهد. م نشان را حالت این از نمونە ای بعدی، مثال ͬ کنند. م

روش ۳ از ͷکدام ی که است این بیاید پیش اینجا در است ممͺن که

ͬ توان نم قطع، طور به که است این واقعیت است؟ بهتر شده، گفته

در بنابراین ͬ کند. م عمل بقیه از بهتر همیشه روش، کدام که گفت

توجه با سپس و کرده رسم را نظر مورد ناحیه ابتدا باید مساله، هر

کنیم. انتخاب را روش بهترین آن، به

جزئͬ مشتق های آ. ۲

باشد. داشته وجود f ′(x۱) اگر گوییم، مشتق پذیر x۱ در را f تابع

واقع عدد هر ازای به f اگر گوییم، مشتق پذیر I بازۀ روی را f تابع

f(x) = ۳x۲ + ۱۲ کنیم فرض اگر باشد. مشتق پذیر بازه، این در

با باشد، f دامنۀ در عددی x اگر کنید. حساب آن را مشتق باشد،

داریم قبلͬ مطالب از استفاده

f ′(x) = lim
∆x→۰

f(x+∆x)− f(x)

∆x

= lim
∆x→۰

۳(x+∆x)۲ + ۱۲ − (۳x۲ + ۱۲)
∆x

= lim
∆x→۰

۳x۲ + ۶x∆x+ ۳(∆x)۲ + ۱۲ − ۳x۲ − ۱۲
∆x

= lim
∆x→۰

۶x∆x+ ۳(∆x)۲

∆x

= lim
∆x→۰

۶x+ ۳(∆x)

= ۶x

ͬ آید. م دست به f تابع مشتق لذا و

تیلور بسط آ. ۳

با صورت، این در که باشد خاصͬ شͺل دارای است ممͺن ناحیه

کنیم. حساب آن را مساحت ͬ توانیم م هندسه فرمول های از استفاده

تابع نمودار و xها محور بین ناحیۀ دوران از حاصل جسم حجم

با است برابر xها محور حول a ≤ x ≤ b ،y = R(x) پیوستۀ

V =

∫ b

a
π(R(x))۲ dx (آ. ۱)

محور و ۰ ≤ x ≤ ۴ ،y =
√
x منحنͬ بین ناحیۀ آ. ۳. ۱. مثال

حجم ͬ شود. م داده دوران xها محور حول جسمͬ، تولید برای xها،

کنید. پیدا را آن  را



اساس۱۴ͬ یادآوری چند آ

باشد. [a, b] بازۀ روی پیوسته تابع ͷی y = f(x) کنید فرض

،. . . ،x۲ ،x۱ مانند نقطه n− ۱ انتخاب با زیربازه n به را بازه این

ناحیۀ دوران از حاصل جسم حجم ͬ کنیم. م تقسیم b و a بین xn−۱

c ≤ y ≤ d ،x = R(y) پیوستۀ تابع نمودار و yها محور بین

با است برابر yها محور حول

V =

∫ d

c
π(R(y))۲ dy (آ. ۲)

قطبی مختصات آ. ۴

عبارت آنگاه ،x۱ + ∆x = x دهیم قرار (آ. ۲) رابطۀ در اگر

فرمول به توجه با بنابراین است. «x → x۱» معادل «∆x → ۰»

نوشت ͬ توان م (آ. ۲)

f ′(x۱) = lim
x→x۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱
(آ. ۳)

کنید. حساب x = ۲ نقطۀ در را f(x) = ۳x۲ + ۱۲ تابع مشتق

ͬ آید. م دست به x = ۲ نقطۀ در f تابع مشتق لذا

مشتق با توابع̧ ͬ دانیم م میانگین، مقدار قضیۀ طبق آ. ۴. ۱. قضیه

عبارت به دارند. اختلاف یͺدیͽر با ثابت عدد ͷی در یͺسان،

آنگاه باشند، داشته یͺسانͬ مشتق ،g و f تابع دو اگر دیͽر،

هر که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین است. f(x) = g(x) + C

f دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا f تابع برای F ضدمشتق ͷی گاه

گاه هر که گرفت نتیجه ͬ توان م دارند. تفاوت F با ثابت، ͷی در

در f دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا f تابع برای F ضدمشتق ͷی

با انتگرال گیری در را حالت این دارند. تفاوت F با ثابت، ͷی∫
f(x)dx = F (x) + C

را یͺدیͽر که ͬ هایی منحن توسط ناحیە ای وقتͬ ͬ دهیم. م نشان

را انتگرال گیری حدود تقاطع، نقاط ͬ شود، م مشخص ͬ کنند، م قطع

ͬ دهد. م نشان را حالت این از نمونە ای بعدی، مثال ͬ کنند. م تعیین

از ͷکدام ی که است این بیاید پیش اینجا در است ممͺن که سوالͬ

قطع، طور به که است این واقعیت است؟ بهتر شده، گفته روش ۳

ͬ کند. م عمل بقیه از بهتر همیشه روش، کدام که گفت ͬ توان نم

و کرده رسم را نظر مورد ناحیه ابتدا باید مساله، هر در بنابراین

کنیم. انتخاب را روش بهترین آن، به توجه با سپس

داشته وجود f ′(x۱) اگر گوییم، مشتق پذیر x۱ در را f تابع

هر ازای به f اگر گوییم، مشتق پذیر I بازۀ روی را f تابع باشد.

f(x) = ۳x۲ + ۱۲ اگر باشد. مشتق پذیر بازه، این در واقع عدد

که آنجایی از است؟ مشتق پذیر کجا در f که کنید تعیین باشد،

لذا است، موجود حقیقͬ اعداد تمام برای ۶x و f ′(x) = ۶x

x۱ در f تابع اگر است. مشتق پذیر جا همه در f که ͬ شود م نتیجه

نشان f ′
+(x۱) با x۱ در f راست مشتق آنگاه باشد، شده تعریف

صورت به و ͬ شود م داده

f ′
+(x۱) = lim

∆x→۰+

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(آ. ۴)

دیͽر، عبارت به یا و

f ′
+(x۱) = lim

x→x+
۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱
(آ. ۵)

f تابع اگر باشند. موجود حدود این که شرطͬ به ͬ شود؛ م تعریف

f ′
−(x۱) با x۱ در f چپ مشتق آنگاه باشد، شده تعریف x۱ در

صورت به و ͬ شود م داده نشان

f ′
−(x۱) = lim

∆x→۰−

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(آ. ۶)

دیͽر، عبارت به یا و

f ′
−(x۱) = lim

x→x−
۱

f(x)− f(x۱)

x− x۱
(آ. ۷)

باشند. موجود حدود این که شرطͬ به ͬ شود؛ م تعریف

آن ها خواص و فضا در بردارها آ. ۵

مقدار ͬ کنیم. م مرور هم با را حͺم چند بخش این در

به برهان، سادگͬ دلیل به باشد. ۲ ͬ تواند نم
∫ ۱

۰

√
۱ + cosxdx

ͬ شود. م واگذار خواننده به تمرین عنوان

اگر کنید. حساب آن را مشتق باشد، f(x) = ۳x۲ + ۱۲ اگر

نوشت ͬ توان م آنگاه باشد، f دامنۀ از خاصͬ عدد x۱

f ′(x۱) = lim
∆x→۰

f(x۱ +∆x)− f(x۱)

∆x
(آ. ۸)

برای (آ. ۸) رابطۀ از باشد. داشته وجود حد این که شرطͬ به البته

ͬ شود. م استفاده x۱ مانند خاص نقطۀ ͷی در f تابع مشتق محاسبۀ

صورت به f تابع کنید فرض

f(x) =

{
۲x− ۱ x < ۳
۸ − x ۳ ≤ x

نقطۀ در را تابع این مشتق پذیری و پیوستگͬ است. شده تعریف

را پیوستگͬ شرط سه پیوستگͬ، بررسͬ برای کنید. بررسͬ x = ۳



برداری ضرب ۱۵آ. ۶

همان که اول شرط بنابراین .f(۳) = ۵ داریم (۱) ͬ کنیم. م بررسͬ

دوم شرط بررسͬ برای (۲) است. برقرار است، f(۳) بودن موجود

داریم

lim
x→۳−

f(x) = lim
x→۳−

(۲x− ۱) = ۵

و

lim
x→۳+

f(x) = lim
x→۳+

(۸ − x) = ۵.

(۳) است. برقرار هم دوم شرط لذا و limx→۳ f(x) = ۵ بنابراین

حال است. پیوسته ۳ در f بنابراین .limx→۳ f(x) = f(۳)

داریم ͬ کنیم. م بررسͬ ۳ در را f مشتق پذیری

f ′
−(۳) = lim

∆x→۰−

f(۳ +∆x)− f(۳)
∆x

= lim
∆x→۰−

(۲(۳ +∆x)− ۱)− ۵
∆x

= lim
∆x→۰−

۶ + ۲∆x− ۶
∆x

= lim
∆x→۰−

۲∆x

∆x

= lim
∆x→۰−

۲

= ۲.

برداری ضرب آ. ۶

باشد. داشته وجود f ′(x۱) اگر گوییم، مشتق پذیر x۱ در را f تابع

واقع عدد هر ازای به f اگر گوییم، مشتق پذیر I بازۀ روی را f تابع

f تابع برای F ضدمشتق ͷی گاه باشد.هر مشتق پذیر بازه، این در

دارند. تفاوت F با ثابت، ͷی در f دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا

پیدا f تابع برای F ضدمشتق ͷی گاه هر که گرفت نتیجه ͬ توان م

این دارند. تفاوت F با ثابت، ͷی در f دیͽر ضدمشتق های کنیم،

با انتگرال گیری در را ∫حالت
f(x)dx = F (x) + C

ͬ دهیم. م نشان

نامعین انتگرال آوردن دست به روش آ. ۱ �کد
۱ \newcommand{\@tufte@lof@line}[2]{%
۲ \leftskip 0.0em
۳ \rightskip 0em
۴ \parfillskip 0em plus 1fil
۵ \parindent 0.0em

۶ \@afterindenttrue
۷ \interlinepenalty\@M
۸ \leavevmode
۹ \@tempdima 2.0em

۱۰ \advance\leftskip\@tempdima
۱۱ \null\nobreak\hskip -\leftskip
۱۲ {#1}\nobreak\qquad\nobreak#2%
۱۳ \par%
۱۴ }
� �

از ͷکدام ی که است این بیاید پیش اینجا در است ممͺن که سوالͬ

قطع، طور به که است این واقعیت است؟ بهتر شده، گفته روش ۳

ͬ کند. م عمل بقیه از بهتر همیشه روش، کدام که گفت ͬ توان نم

و کرده رسم را نظر مورد ناحیه ابتدا باید مساله، هر در بنابراین

کنیم. انتخاب را روش بهترین آن، به توجه با سپس





برگزیده تمرین های پاسخ

۱ فصل

۶x ۱ .۱

۲ ۳ .۱

دو اگر .f ′(۲) = ۶(۲) = ۱۲ داریم مشتق گیری با ۴ .۱

f(x) = آنگاه باشند، داشته یͺسانͬ مشتق ،g و f تابع

گاه هر که گرفت نتیجه ͬ توان م بنابراین است. g(x) +C

دیͽر ضدمشتق های کنیم، پیدا f تابع Fبرای ضدمشتق ͷی

دارند. تفاوت F با ثابت، ͷی در f

است. مشتق پذیر جا همه در f تابع ۵ .۱

ͬ کند. م نزول .−۶ ۶ .۱

ͬ کنیم: م ساده را عبارت ابتدا ۷ .۱

y = (x− ۱)(x+ ۱) = x۲ − ۱

.y′ = ۲x بنابراین

ͬ نویسیم. م کامل مربع صورت به را ۸x− x۲ عبارت ابتدا ۱۰ .۱

ͬ کنیم. م جایͽزین sec۲ x− ۱ با را tan۲ x بنابراین

.y′ = ۳ ͬ شود م نتیجه عبارت، کردن ساده از بعد ۱۳ .۱

f ′(۰) = −۲ ͬ شود م نتیجه گفتە شده مطالب از استفاده با ۱۴ .۱

dy/dx = ۳xy − ۲y ۱۵ .۱

.y′(t) = ۱۲t− ۱ و x′(t) = ۱۲t۳ + ۲t ۱۶ .۱

۲x تابع ضدمشتق های همۀ ،x۲+C فرمول .y = ۲x−۶ ۲۰ .۱

نیز مشتق گیری با که همان طور واقع، در ͬ کند. م تولید را

ͬͽهم x۲ +
√

۲ و x۲ − π ،x۲ + ۱ توابع ͬ شود، م ثابت

هستند. ۲x تابع ضدمشتق های

نوشت ͬ توان م وارون، تابع مشتق تعریف از استفاده با ۲۱ .۱

(f−۱)′(۱۱) = −۳

۲y۲ = y′′y − ۳y′۲ ۲۲ .۱

.y۴ + y′′y − ۳y′۲ = ۰ ۲۳ .۱

۲ فصل

۶x ۱ .۲

نتیجه مشتق تعریف نیز و گفتە شده مطالب از استفاده با ۲ .۲

۲ ͬ شود م

f ′(۲) = ۶(۲) = ۱۲ داریم مشتق گیری با ۳ .۲

است. مشتق پذیر جا همه در f تابع ۴ .۲

ͬ کند. م نزول .−۶ ۵ .۲
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Antiparallel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ناموازی.

Map . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نگاشت.

Perfect . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . بی نقص.

Notation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نماد

Additive . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . جمعͬ

Diagram . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . نمودار

ه

Convergence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همͽرایی



نمایه

ا

۱۱ ،۴ افراز،

۷ اکید،

انتگرال

۲ معین،

۹ نامعین،

۵ انتگرالده،

پ

۱ پیشͽویی،

ت

۷ تابع،

۷ صعودی، اکیداً

۷ نزولͬ، اکیداً

۱۴ ،۹ ،۶ ،۲ پیوسته، تابع

ج

۱۴ ،۹ ،۶ ،۴ دوران، از حاصل جسم

چ

۹ چندجملە ای،

۹ مشخصه،

۷ چینش،

ح

۷ دوران، از حاصل جسم حجم

حد

۱ چپ،

۱ راست،

۱ یͷ طرفه،

۴ انتگرال گیری، حدود

۷ پرتابه، حرکت

۵ ،۱ دیفرانسیل، حساب

د

۷ دلتا،

۷ ،۴ دوران،

۷ دیورژانس،

ر

۷ ردیف،

روش

۹ جزء، به جزء انتگرال گیری

۱۰ سادە کننده، جانشینͬ

۴ ،ͷدیس

۷ رادیͺالͬ،

۴ واشر،

ز

۷ فاز، زاویه

۷ زتا،



نمایه۲۴

س

۱ اولیه، سرعت

ش

۱ شتاب،

شعاع

۷ ،۴ دوران، در واشر بیرونͬ

۷ ،۴ دوران، در واشر داخلͬ

۹ شعر،

۹ عاشقانه،

۹ فارسͬ،

۹ ،ͷکلاسی

۹ مذهبی،

ط

۴ منحنͬ، طول

ع

۱ کامپیوتر، علوم

۷ عملͽر،

۷ خطͬ،

گ

۷ گرادیان،

۷ گرانش،

۷ گشتاور،

ل

۷ لاپلاس،

۷ لاگرانژ،

۷ لژاندر،

م

۷ مثلث،

۱۳ ،۳ مساحت،

۱۱ ،۱ مشتق،

۷ جهتͬ،

ن

۷ نپر،

۱۴ ،۱۳ ،۳ تقاطع، نقاط

۴ منحنͬ، نمودار

و

۷ تابع، وارون

۷ واژگونͬ،

۷ ویرایش،

ه

۷ هم پوشانͬ،

۷ هم پیمانه،

۷ هم پیوستگͬ،
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