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چ΋یده

قوی طور به گراف�های و م�ͳکنیم ͳمعرف را منظم قوی طور به گراف�های مقاله، این در

م�ͳکنیم. بیان منظم قوی طور به گراف�های از ͳتعمیم عنوان به را جهت�دار منظم

یال جهت�دار، منظم قوی طور به گراف منظم، قوی طور به گراف کلیدی: واژگان

جهت�دار مسیر ،ͳخروج یال ورودی،



ͳاصل متن ٢

مقدمه ١

م�ͳآید. شمار به گراف� جبری نظریه در ͳاصل موضوعات از ͳ΋ی منظم قوی طور به گراف�های مفهوم

٢اولین سایدل ،١٩۶٧ سال در است. شده ͳمعرف [١] مقاله�ی در ١ بوس وسیله�ی به مفهوم این

هیΎمن ،١٩۶۶ سال در کرد. منتشر منظم قوی طور به گراف�های روی را ،[٣] خود مقاله�ی

داده قرار ͳبررس مورد ٣ مرتبه از ͳشتΎجای گروهای Έکم به را منظم قوی طور به ٣گراف�های

نوع این تعمیم�های روی مطالعه منظم، قوی طور به گراف�های دسته�بندی پایان از پس است.

منظم قوی طور به گراف�های مفهوم [٢] مقاله�ی ۴در داول ،١٩٨٨ سال در گرفت. قوت گراف�ها

گراف�ها نوع این خواص و کرد ͳمعرف منظم قوی طور به گراف�های از ͳتعمیم عنوان به را جهت�دار

داد. قرار ͳبررس مورد را

ͳاصل متن ٢

منظم قوی طور به گراف�های ١.٢

م�ͳدهیم: قرار و م�ͳگیریم نظر در را n مثبت صحیح عدد Έی

Ω = Ωn := {١,٢, · · · , n}.

.(i, i) /∈ R ،i هر برای ،ͳیعن باشد؛ Ω از بازتابی غیر رابطه�ی Έی R ⊆ Ω × Ω کنید فرض

اگر م�ͳگیریم. نظر در R یال�های مجموعه و Ωرئوس مجموعه با را Γ = (Ω, R) جهت�دار گراف

آن در که است جهت�دار غیر ͳگراف Γ آن�گاه ،R = Rt

Rt := {(b, a) : (a, b) ∈ R}.

١Bose
٢Sidel
٣Higman
۴Daval
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و Ω رئوس مجموعه با طوقه بدون است ͳگراف ،Γ = (Ω, R) جهت�دار گراف Έی متمم گراف

آن در که م�ͳدهیم، نمایش Γ = (Ω, R) با را آن که R یال�های

R := {Ω× Ω \R} \ {(i, i)| i ∈ (١,٢, · · · , n)}.

طوری�که به م�ͳشود داده نسبت A(Γ) = (aij)مجاورت ماتریس Έی ،Γ = (Ω, R)گراف هر به

و ١ ≤ i, j ≤ n

aij =

 ١ اگر (i, j) ∈ R,

٠ صورت این غیر در

همه�ی که ،n مرتبه�ی از ͳماتریس ،J = Jn ،n مرتبه�ی از ͳهمان ماتریس ،I = In مقاله این در

است. ١ جا همه ͳستون بردار ،j هم�چنین و ١ آن درایه��های

باشد. k برابر آن رأس هر درجه�ی هرگاه گوییم k−منظم را Γ گراف تعریف١.٢.

یال آن�را باشد، داشته وجود ͳیال ،b رأس به a رأس از اگر ،Γ گراف Έی در .٢.٢ تعریف

وجود جهت�دار یال نیز a به b از اگر علاوه به م�ͳدهیم. نمایش a −→ b با و گوییم جهت�دار

م�ͳدهیم. نمایش a←→ b با و گوییم غیرجهت�دار یال آن�را باشد، داشته

طور به گراف یا غیرجهت�دار منظم قوی طور به گراف Έی را Γ ͳرأس n گراف .٣.٢ تعریف

رأس دو هر و مشترک ͳΎهمسای تا λ مجاور، رأس دو هر و بوده k−منظم هرگاه گوییم منظم قوی

جهت�دار غیر صورت به Γگراف در یال�ها همه�ی باشند. داشته مشترک ͳΎهمسای تا µ غیرمجاور،

صورت به اختصار به را (n, k, µ, λ) پارامتر�های با غیرجهت�دار منظم قوی طور به گراف م�ͳباشند.

م�ͳدهیم. نمایش s.r.g

و (n, k, µ, λ) پارامترهای با جهت�دار غیر منظم قوی طور به گراف که م�ͳشود دیده ادامه در

م�ͳکند. صدق زیر معادلات در A = A(Γ) مجاورت ماتریس

A٢ = kI + λA+ µ(J − I − A), (١)

AJ = JA = kJ, (٢)

A٢ + A(µ− λ)− I(k − µ) = µJ. (٣)

٣
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ماتریس و (n, k, µ, λ) مترهای پارا با جهت�دار غیر منظم قوی طور به گراف Έی .۴.٢ قضیه

صدق زیر معادلات در گراف مجاورت ماتریس اگر تنها و اگر دارد وجود A = A(Γ) مجاورت

کند.

A٢ + A(µ− λ)− I(k − µ) = µJ, AJ = JA = kJ.

ماتریسمجاورت با (n, k, µ, λ)پارامترهای با منظم قوی طور به یΈگراف Γ فرضکنید اثبات.

٢ طول به راه�های تعداد لذا است، b به a از ٢ طول به راه�های تعداد ،Aاز٢ (a, b) درایه�ی باشد. A

است، منظم Γ این�که از بنابراین است. رأس آن درجه�ی م�ͳباشد، رأس Έی به پایانش و شروع که

ختم bرأس به و شروع aرأس از که ٢ طول به راه�های تعداد حال .(A٢)a,a = k که م�ͳشود نتیجه

.(A٢)a,b = λ داریم پس است، (a, b) یال شامل که م�ͳباشند Γ در مثلث�ها تعداد برابر شوند، ͳم

Γ در مجاور غیر رأس دو b و a اگر ،ͳیعن ,a)؛ b) ∈ Γ یال آن�گاه ،(a, b) /∈ Γ یال اگر هم�چنین

تعداد برابر λ′ که ،(A′٢)a,b = λ
′ نتیجه در هستند. Γ متمم در مجاور رأس دو b و a آن�گاه باشند،

که: م�ͳکنیم برآورد بنابراین .A′
= A(Γ) = J − I − A آن در که است. Γ در ها مثلث

A٢ = kI + λA+ λ
′
(J − I − A). (۴)

در جای�گذاری با نتیجه در λ′
= µ داریم، آن متمم و منظم قوی طور به گراف تعریف به توجه با

(۴)داریم:

A٢ = kI + λA+ µ(J − I − A).

که: م�ͳگیریم نتیجه بالا تساوی از به�علاوه

A٢ = kI + λA+ µJ − µI − µJ,

⇒A٢ − λA− kI + µI + µA = µJ,

⇒A٢ + A(µ− λ)− I(k − µ) = µJ.

�کند. صدق (١) معادله�ی در طوری�که به باشد Γگراف مجاورت ماتریس A کنید فرض برعکس:

رأس از که ٢ طول به راه�های A٢ در پس دارد، وجود ͳهمان ماتریس تا k ،(١) معادله�ی در چون

۴
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م�ͳباشد. k برابر رأس هر درجه�ی نتیجه در است. k با برابر م�ͳباشد، a رأس به آن پایان و شروع a

طول به راه�های پس دارد، وجود A ماتریس تا λ چون هم�چنین است. k−منظم گراف بنابراین

تا λ شامل Γ گراف در b و a مجاور رأس دو لذا است، A در (a, b) درایه�ی برابر λ ،Γ در ٢

مجاور غیر رأس دو برای پس داریم، J − I −Aماتریس تا µ چون و م�ͳباشند مشترک ͳΎهمسای

Γ م�ͳگیریم نتیجه بنابراین است. A در مجاور غیر رئوس تا µ برابر ٢ طول به راه�های تعداد ،Γ در

است. (n, k, µ, λ) پارامترهای با منظم قوی طور به گراف Έی

جهت�دار منظم قوی طور به گرافهای ٢.٢

م�ͳشود، خارج رأس هر از که ͳیال و ورودی یال م�ͳشود، وارد رأس هر به که ͳیال تعریف٢.۵.

گوییم. ͳخروج یال

b٠ −→ b١ −→ · · · −→ bt دنباله�ی ،Γگراف در bt به b٠ از جهت�دار یΈمسیر تعریف٢.۶.

م�ͳشود. گفته مسیر طول t به م�ͳباشد. جهت�دار یال�های از

پارامترهای با جهت�دار منظم قوی طور به یΈگراف را Γ ͳرأس n جهت�دار گراف تعریف٧.٢.

دو هر برای و باشد داشته ͳخروج یال k و ورودی یال k آن رأس هر هرگاه گوییم، (n, k, µ, λ, t)

رأس دو هر برای و λ برابر b به a از ٢ طول به جهت�دار مسیرهای تعداد ،(a, b) ∈ R مجاور رأس

هم�چنین است. µ برابر b١ به a١ از ٢ طول به جهت�دار مسیرهای تعداد ،(a١, b١) ∈ R غیرمجاور

ورودی یال k− tرأس هر فقط دیΎر عبارت به م�ͳباشد. t برابر رأس هر غیرجهت�دار یال�های تعداد

صورت به اختصار به را جهت�دار منظم قوی طور به گراف باشد. داشته ͳخروج یال k − t فقط و

م�ͳدهیم. نمایش d.s.r.g

با (n, k, µ, λ, t) پارامترهای با جهت�دار منظم قوی طور به گراف که م�ͳشود دیده زیر قضیه�ی در

م�ͳکند. صدق زیر معادلات در A = A(Γ) مجاورت ماتریس

A٢ = tI + λA+ µ(J − I − A), (۵)

A٢ + A(µ− λ)− I(t− µ) = µJ. (۶)

ماتریس و (n, k, µ, λ, t) پارامترهای با Γ جهت�دار منظم قوی طور به گراف Έی .٨.٢ قضیه

صدق زیر معادلات در گراف مجاورت ماتریس اگر تنها و اگر دارد وجود A = A(Γ) مجاورت

۵
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کند.

A٢ + A(µ− λ)− I(t− µ) = µJ, AJ = JA = kJ.

(n, k, µ, λ, t)پارامترهای با جهت�داری منظم قوی طور گرافبه ،Γ = (Ω, R) فرضکنید اثبات.

م�ͳباشد، b به a از ٢ طول به مسیرهای تعداد A٢ در (a, b) درایه�ی� باشد. A مجاورت ماتریس و

یال�های تعداد برابر م�ͳباشد، aرأس به آن پایان و شروع aرأس از که ٢ طول به مسیرهای تعداد لذا

تعداد بΎیریم، نظر در را b و a مجاور رأس دو اگر حال .(A٢)a,a = t پس است، غیرجهت�دار

نتیجه بنابراین است. λ برابر م�ͳباشد، b رأس به پایانش و شروع a رأس از که ٢ طول به مسیرهای

b و a اگر ،ͳیعن ,a)؛ b) ∈ R یال آن�گاه ،(a, b) /∈ R یال اگر هم�چنین .(A٢)a,b = λ م�ͳگیریم

بنابراین هستند. Γ گراف در مجاور رأس دو b و a آن�گاه باشند، Γ گراف در غیرمجاور رأس دو

که: م�ͳکنیم برآورد حال است. Γ گراف در مثلث�ها تعداد برابر λ′ که ،(A′٢)a,b = λ
′

A٢ = tI + λA+ λ
′
(J − I − A). (٧)

داریم: آن متمم و جهت�دار منظم قوی طور به گراف تعریف به توجه با

λ
′
= µ,

داریم: (٧) در جای�گذاری با پس

A٢ = tI + λA+ µ(J − I − A).

که: م�ͳگیریم نتیجه فوق تساوی از

A٢ = tI + λA+ µJ − µI − µA

⇒A٢ − tI − λA− µI − µA = µJ

⇒A٢ + A(µ− λ)− I(t− µ) = µJ.

است. برقرار AJ = JA = kJ تساوی وضوح به

در چون �کند. صدق (۵) تساوی در که باشد، Γگراف مجاورت ماتریس A کنید فرض برعکس:

و شروع a رأس از که ٢ طول به مسیرهای A٢ در لذا دارد، وجود ͳهمان ماتریس تا t تساوی این

هم�چنین م�ͳباشد. t برابر غیرجهت�دار یال�های تعداد پس است، t با برابر م�ͳباشد، aرأس به پایانش

۶
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است، bرأس به پایانش و شروع aرأس از که ٢ طول به مسیرهای پس دارد، وجود Aماتریس تا λ

تا λ ،Γگراف در b و a مجاور رأس دو هر نتیجه در م�ͳباشد، Aماتریس در (a, b) درایه�ی برابر λ

هر برای ٢ طول به مسیرهای تعداد بنابراین داریم. A′ ماتریس تا µ چون دارند. مشترک ͳΎهمسای

گراف مجاورت ماتریس قضیه، فرض به توجه با م�ͳباشد. µ برابر ،Γ گراف در غیرمجاور رأس دو

طور به گراف Έی Γ گراف نتیجه در است. k−منظم گراف لذا م�ͳکند، صدق (٢) معادله در

است. (n, k, µ, λ, t) پارامترهای با جهت�دار منظم قوی

ماتریس و (n, k, µ, λ, t) پارامترهای با جهت�دار منظم قوی طور به گراف Έی Γ اگر .٩.٢ لم

پارامترهای با جهت�دار منظم قوی طور به گراف Έی ،Γ متمم گراف آن�گاه باشد، A مجاورت

طوری�که: به م�ͳباشد. A′ = J − I − A مجاورت ماتریس و (n, k′, µ′, λ′, t′)

k′ = (n− ٢k) + k − ١,

µ′ = (n− ٢k) + λ,

λ′ = (n− ٢k) + µ− ٢,

t′ = (n− ٢k) + t− ١.

داریم: م�ͳکند، صدق (٢) در گراف مجاورت ماتریس چون اثبات.

A′J = JA
′
= k′J. (٨)

که: م�ͳشود نتیجه کنیم، جای�گذاری را A′ ،(٨) در اگر

(J − I − A)J = J(J − I − A) = k′J,

J٢ − IJ − AJ = J٢ − JI − JA = k′J,

nJ − J − kJ = k′J ⇒ J(n− ١− k) = k′J ⇒ k′ = n− k − ١.

که: م�ͳشود دیده پس م�ͳکنیم، زیاد و کم را (٢k) بالا تساوی در

k′ = n− k − ١− ٢k + ٢k,

⇒ k′ = (n− ٢k) + k − ١.

٧
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داریم: بنابراین رسانیم. ͳم ٢ توان به را A′ حال

A
′٢ = (J − I − A)٢ = J٢ − JI − JA− IJ + I٢ + IA− AJ + AI + A٢

= nJ − J − kJ − J + I + A− kJ + A+ A٢

= nJ − ٢J − ٢kJ + I + ٢A+ A٢.

داریم: (۵) از و فوق تساوی از

A
′٢ = (n− ٢k − ٢)J + I + ٢A+ (λA+ tI + µ(J − I − A))

= (n− ٢k − ٢)J + I + ٢A+ λA+ tI + µJ − µI − µA

= (n− ٢k − ٢+ µ)J − I(µ− t− ١)− A(µ− λ− ٢)

= (n− ٢k − ٢+ µ)J − ((n− ٢k − ١) + (µ− t− ١)− (n− ٢k − ١))I

− A((n− ٢k) + (µ− λ− ٢)− (n− ٢k))

= (n− ٢k + µ− ٢)J − (n− ٢k + µ− ٢)I − (٢k − n− t+ ١)I

− (n− ٢k + µ− ٢)A− A(٢k − n− λ)

= (n− ٢k + µ− ٢)(J − I − A) + (n− ٢k + t− ١)I + (n− ٢k + λ)A,

داریم: بنابراین

A′٢ = λ′A′ + t
′
I + µ′(J − I − A′).

t′ = (n − ٢k) + t − ١ و λ′ = (n − ٢k) + µ − ٢ ، µ′ = (n − ٢k) + λ آن در که

م�ͳباشد.

م�ͳدهیم: ارائه گراف نظریه از فوق لم برای دیΎری اثبات زیر در

وجود مشترک ͳΎهمسای تا λ آن�گاه باشند، مجاور Γ گراف در b و a رأس دو کنید فرض اثبات.

هستند. وصل b و aرئوس به رأس تا ٢k−λپس است، k−منظم گراف چون دیΎر طرف از دارد؛

ͳΎهمسای تا n− (٢k − λ) ،b و a رئوس لذا م�ͳباشند، غیرمجاور Γ گراف در رأس دو این حال

مجاور غیر Γگراف در b و aرأس دو کنید فرض اکنون .µ′
= n−٢k+λپس دارند، مشترک

هستند. وصل رئوس این به رأس تا ٢k − µ بنابراین دارند. مشترک ͳΎهمسای تا µ پس باشند،

ͳΎهمسای تا n − (٢k − µ) − ٢ نتیجه در م�ͳباشند، مجاور Γ گراف در رأس دو این ͳطرف از

٨



ͳاصل متن ٢

غیرجهت�دار یال t ،Γگراف در aرأس Έی حال .λ′ = n− (٢k− µ)− ٢ لذا دارند، مشترک

،Γ گراف در a رأس نتیجه در م�ͳباشند. وصل a رأس به دیΎر رأس تا ٢k − t بنابراین دارد.

به است. t′ = n− (٢k − t)− ١ دیΎر عبارت به دارد. غیرجهت�دار یال n− (٢k − t)− ١

.k′ = n− k − ١ که م�ͳشود دیده ͳآسان

طیف م�ͳگوییم. ماتریس Έی طیف آن�ها، تکرار همراه به را ماتریس ویژه مقادیر تعریف١٠.٢.

م�ͳدهیم: نشان زیر صورت به را ماتریس Έی

 m١, . . . ,mn

λ١, . . . , λn

 .

م�ͳباشند. m١, · · · ,mn تکرار با ترتیب به ماتریس ویژه مقادیر ،λ١, · · · , λn

پارامترهای با جهت�دار منظم قوی طور به گراف Έی Γ کنید فرض (داول) .١١.٢ قضیه

نم�ͳکند: صدق زیر شرایط از ͳ΋ی در Γ که باشد، A مجاورت ماتریس و (n, k, µ, λ, t)

،(t = k) منظم قوی طور به گراف Έی .١

.(A = J − I) کامل گراف Έی .٢

طوری�که به است، معادل هادامارد ماتریس Έی با A این�صورت در

شرایط در که دارد وجود d مثبت صحیح عدد یا A+At؛ = J − I, AAt = (µ− ١)J + µI

م�ͳکند: صدق زیر

k(k + (µ− λ)) = t+ (n− ١)µ, (٩)

(µ− λ)٢ + ۴(t− µ) = d٢, (١٠)

d|٢k − (µ− λ)(n− ١), (١١)
٢k − (µ− λ)(n− ١)

d
≡ n− ١(mod٢), (١٢)

|٢k − (µ− λ)(n− ١)
d

| ≤ n− ١. (١٣)

کنید. مراجعه [٢] مرج΄ به اثبات برای اثبات.

عنوان به را جهت�دار منظم قوی طور به گراف�های مختصر طور به مقاله این در .١٢.٢ نتیجه

دادیم. قرار ͳبررس مورد منظم قوی طور به گراف�های از ͳتعمیم
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