
۱

هنکل توابع بخشچهارم:

کنید. تحقیق را زیر رونسکین فرمولهای درستی -۱

الف)

Jν(x)H
(۱)′

ν (x)− J
′

ν(x)H
(۱)
ν (x) =

۲i

πx

ب)

Jν(x)H
(۲)′

ν (x)− J
′

ν(x)H
(۲)
ν (x) = − ۲i

πx

ج)

Nν(x)H
(۱)′

ν (x)−N
′

ν(x)H
(۱)
ν (x) = − ۲

πx

د)

Nν(x)H
(۲)′

ν (x)−N
′

ν(x)H
(۲)
ν (x) = − ۲

πx

ه)

H(۱)
ν (x)H(۲)′

ν (x)−H(۱)′

ν (x)H(۲)
ν (x) = − ۴i

πx
و)

H(۲)
ν (x)H

(۱)
ν+۱

(x)−H(۱)
ν (x)H

(۲)
ν+۱

(x) = − ۴i

πx
ز)

Jν−۱(x)H
(۱)
ν (x)− Jν(x)H(۱)

ν−۱
(x) = − ۲i

πx

الف) حل:

H(۱)
ν (x) = Jν(x) + iNν(x) , H

(۲)
ν (x) = Jν(x)− iNν(x)

Jν(x)[J
′

ν(x) + iN
′

ν(x)]− J
′

ν(x)[Jν(x) + iNν(x)] = Jν(x)J
′

ν(x) + iJν(x)N
′

ν(x)− J
′

ν(x)Jν(x)− iJ
′

ν(x)Nν(x) =
i[Jν(x)N

′

ν(x)− J
′

ν(x)Nν(x)]{
Nν(x) =

cos νπJν(x)−J−ν(x)
sin νπ , N

′

ν(x) =
cos νπJ

′
ν(x)−J

′
−ν(x)

sin νπ

Nν−۱(x)−Nν+۱(x) = ۲N
′

ν(x)

Jν(x)[
cos νπJ

′
ν(x)−J

′
−ν(x)

sin νπ ]− J ′ν(x)[
cos νπJν(x)−J−ν(x)

sin νπ ] =
cos νπ
sin νπ Jν(x)J

′

ν(x)− ۱

sin νπJν(x)J
′

−ν(x)− cos νπ
sin νπ J

′

ν(x)Jν(x) +
۱

sin νπJ
′

ν(x)J−ν(x) =
۱

sin νπ (Jν(x)J−ν(x)− Jν(x)J
′

−ν(x)) = − ۱

sin νπ (Jν(x)J
′

ν(x)− J
′

ν(x)J−ν(x)) = − ۱

sin νπ (−۲
sin νπ
πx ) = ۲

πx

ب)

Jν(x)[J
′

ν(x)− iN
′

ν(x)]− J
′

ν(x)[Jν(x)− iNν(x)] =

Jν(x)J
′

ν(x)− iJν(x)N
′

ν(x)− J
′

ν(x)Jν(x) + iJ
′

ν(x)Nν(x) =

−i(Jν(x)N
′

ν(x)− J
′

ν(x)Nν(x)) = −i(−
۱

sin νπ

−۲ sin νπ

πx
) = − ۲i

πx

ج)

Nν(x)[J
′

ν(x) + iN
′

ν(x)]−N
′

ν(x)[Jν(x) + iNν(x)] =

Nν(x)J
′

ν(x) + iNν(x)N
′

ν(x)−N
′

ν(x)Jν(x)− iN
′

ν(x)Nν(x) =

Nν(x)J
′

ν(x)−N
′

ν(x)Jν(x) =
cos νπJν(x)− J−ν(x)

sin νπ
J
′

ν(x)−
cos νπJ

′

ν(x)− J
′

−ν(x)

sin νπ
Jν(x) = −

۲

πx



۲

د)

Nν(x)[J
′

ν(x)− iN
′

ν(x)]−N
′

ν(x)[Jν(x)− iNν(x)] =
Nν(x)J

′

ν(x)− iNν(x)N
′

ν(x)−N
′

ν(x)Jν(x) + iN
′

ν(x)Nν(x) = Nν(x)J
′

ν(x)−N
′

ν(x)Jν(x) = − ۲

πx

ه)

[Jν(x) + iNν(x)][J
′

ν(x)− iN
′

ν(x)]− [J
′

ν(x) + iN
′

ν(x)][Jν(x)− iNν(x)] =
Jν(x)J

′

ν(x)− iJν(x)N
′

ν(x) + iNν(x)J
′

ν(x)− J
′

ν(x)Jν(x) +
iJ
′

ν(x)Nν(x)− iN
′

ν(x)Jν(x)−N
′

ν(x)Nν(x) +Nν(x)N
′

ν(x) = ۲i(Nν(x)J
′

ν(x)−N
′

ν(x)Jν(x)) =
۲i(− ۲

πx ) = −
۴i
πx

و)

[Jν(x)− iNν(x)][Jν+۱(x) + iNν+۱(x)]− [Jν(x) + iNν(x)][Jν+۱(x)− iNν+۱(x)] =
Jν(x)Jν+۱(x) + iJν(x)Nν+۱(x)− iNν(x)Jν+۱(x) +Nν(x)Nν+۱(x)−
Jν(x)Jν+۱(x) + iJν(x)Nν+۱(x)− iNν(x)Jν+۱(x)−Nν(x)Nν+۱(x) =
۲i[Jν(x)Nν+۱(x)−Nν(x)Jν+۱(x)] =

۲i[Jν(x)
cos νπJν+۱

(x)+J−ν−۱
(x)

sin νπ − cos νπJν(x)−J−ν(x)
sin νπ Jν+۱(x)] =

۲i
sin νπ [Jν(x)J−ν−۱(x) + J−ν(x)Jν+۱(x)] =

۲i
sin νπ [Jν(x)J

′

−ν(x)− ν
xJν(x)J−ν(x) +

ν
xJ−ν(x)Jν(x)− J−ν(x)J

′

ν(x)] =
۲i

sin νπ [Jν(x)J
′

−ν(x)− J−ν(x)J
′

ν(x)] =
۲i

sin νπ (−۲
sin νπ
πx ) = − ۴i

πx

ز)

Jν−۱(x)[Jν(x) + iNν(x)]− Jν(x)[Jν−۱(x) + iNν−۱(x)] =

Jν−۱(x)Jν(x) + iJν−۱(x)Nν(x)− Jν(x)Jν−۱(x)− iJν(x)Nν−۱(x) = i[Jν−۱(x)Nν(x)− Jν(x)Nν−۱(x)] =

i[Jν−۱(x)
cos νπJν(x)− J−ν(x)

sin νπ
− Jν(x)

cos νπJν−۱(x) + J−(ν−۱)(x)

sin νπ
] = i[

cos νπ

sin νπ
Jν−۱(x)Jν(x)−

۱

sin νπ
Jν−۱(x)J−ν(x)

− cos νπ

sin νπ
Jν(x)Jν−۱(x)−

۱

sin νπ
Jν(x)J−(ν−۱)(x)] = −

i

sin νπ
[Jν−۱(x)J−ν(x) + Jν(x)J−ν+۱)(x)] =

− i

sin νπ
[J−ν(x)(J

′

ν(x)+
ν

x
Jν(x))+Jν(x)(−

ν

x
J−ν(x)−J

′

−ν(x))] =
i

sin νπ
[Jν(x)J

′

−ν(x)−J−ν(x)J
′

ν(x)] =
i

sin νπ

−۲ sin νπ

πx
= − ۲i

πx

کنند. می صدق بسل ی معادله در زیر، انتگرالی صورتهای که دهید نشان -۲

۱

iπ

∫ ∞eiπ
۰C

۱

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

= H(۱)
ν (x)

۱

iπ

∫
۰

∞e−iπC
۲

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

= H(۲)
ν (x)

حل:

∫
C

۱
, C

۲

dt

tν+۱

[x۲
d۲

dx۲
e
x
۲
(t− ۱

t ) + x
d

dx
e
x
۲
(t− ۱

t ) + (x۲ − ν۲)e x۲ (t− ۱

t )] =∫
C

۱
, C

۲

dt

tν+۱

[x۲(
t− ۱

t

۲

)۲ + x
t− ۱

t

۲

+ (x۲ − ν۲)]e x۲ (t− ۱

t ) =∫
C

۱
, C

۲

dt
d

dt
[
e
x
۲
(t− ۱

t )

tν
(
x

۲

[t+
۱

t
] + ν)] =

e
x
۲
(t− ۱

t )

tν
(
x

۲

[t+
۱

t
] + ν)|C

۱
, C

۲
= ۰



۳

دهید: نشان ۲ ی مسئله پربندهای و انتگرالها از استفاده با -۳

۱

۲i
[H(۱)

ν (x)−H(۲)
ν (x)] = Nν(x)

حل:

H(۱)
ν (x) =

۱

iπ

∫ ∞eiπ
۰C

۱

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

t =
eiπ

s
⇒ dt = −e

iπ

s۲
ds ,

{
t = ۰→ s =∞eiπ
t =∞eiπ → s = ۰

H
(۱)
ν (x) = ۱

iπ

∫
−C

۱

e
x
۲
( e
iπ

s −se
−iπ)sν+۱e−iπ(ν+۱)(− e

iπ

s۲
ds) = e−iπν

iπ

∫
C

۱

e
x
۲
(s− ۱

s ) ds
s−ν+۱

= e−iπνH
(۱)
−ν (x)

H(۲)
ν (x) =

۱

iπ

∫
۰

∞e−iπC
۲

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

t =
e−iπ

s
⇒ dt = −e

−iπ

s۲
ds ,

{
t = ۰→ s =∞e−iπ
t =∞e−iπ → s = ۰

H
(۲)
ν (x) = ۱

iπ

∫
−C

۲

e
x
۲
( e
−iπ
s −se

iπ)sν+۱eiπ(ν+۱)(− e
−iπ

s۲
ds) = eiπν

iπ

∫
C

۲

e
x
۲
(s− ۱

s ) ds
s−ν+۱

= eiπνH
(۲)
−ν (x)

Jν(x) =
۱

۲

[H(۱)
ν (x) +H(۲)

ν (x)] , J−ν(x) =
۱

۲

[eiνπH(۱)
ν (x) + e−iνπH(۲)

ν (x)]

Nν(x) =
cos νπJν(x)− J−ν(x)

sin νπ
⇒ Nν(x) =

۱

۲i
[H(۱)

ν (x)−H(۲)
ν (x)]

رسید. زیر عبارتهای به توان می ۲ ی مسئله انتگرالهای تبدیل با که دهید نشان -۴

H(۱)
ν (x) =

۱

πi

∫
C

۳

ex sinh γ−νγdγ

H(۲)
ν (x) =

۱

πi

∫
C

۴

ex sinh γ−νγdγ

حل:

H(۱)
ν (x) =

۱

iπ

∫ ∞eiπ
۰C

۱

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

t = eγ ⇒ dt = eγdγ ,
x

۲

(t− ۱

t
) =

x

۲

(eγ − e−γ) = x sinh γ

t = ۰→ γ = −∞

t =∞eiπ → γ =∞+ iπ

H(۱)
ν (x) =

۱

iπ

∫ ∞eiπ
۰C

۱

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

=
۱

iπ

∫
C

۳

ex sinh γ eγdγ

e(ν+۱)γ
=

۱

iπ

∫
C

۳

ex sinh γ−νγdγ

H(۲)
ν (x) =

۱

iπ

∫
۰

∞e−iπC
۲

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

t = eγ ⇒ dt = eγdγ ,
x

۲

(t− ۱

t
) =

x

۲

(eγ − e−γ) = x sinh γ

t =∞e−iπ → γ =∞− iπ

t = ۰→ γ = −∞

H(۲)
ν (x) =

۱

iπ

∫
۰

∞e−iπC
۲

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

=
۱

iπ

∫
C

۴

ex sinh γ eγdγ

e(ν+۱)γ
=

۱

iπ

∫
C

۴

ex sinh γ−νγdγ



۴

کنید. تبدیل زیر صورت به را ۱۰۱-۱۱ ی معادله در H
(۱)
۰ (x) الف) -۵

H(۱)
۰

(x) =
۱

iπ

∫
C

eix cosh sds

گذرد. می صفحه مبدأ از و دارد ادامه ∞+ iπ
۲

تا −∞− iπ
۲

از ر پربند آن در که

کنید. تحقیق را زیر صورت به H
(۱)
۰ (x) بازنویسی درستی ب)

H(۱)
۰

(x) =
۲

πi

∫ ∞+ iπ
۲

۰

eix cosh sds

الف) حل:

H(۱)
ν (x) =

۱

πi

∫ ∞eiπ
۰C

۱

e
x
۲
(t− ۱

t )
dt

tν+۱

t = es+
iπ
۲ ⇒ dt = es+

iπ
۲ ds

H
(۱)
ν (x) = ۱

πi

∫


