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چ΄یده

از دسته�ای اصلͬ موضوع غیری΄تا تجزیه�های از خاصͬ ترکیبیاتͬ ویژگͬ�های مطالعۀ

ترکیبیاتͬ، ناوردای دو مورد در حاضر حال دانسته�های است. کنونͬ تحقیقات

در است. کم بسیار عددی مونوئیدهای حالت در حتͬ ،tame و catenary درجۀ
مونوئیدهای برای ناوردا دو این روی بر شدۀ انجام کارهای تحقیقاتͬ گزارش این

قرار بررسͬ مورد را تعمیم�یافته تصاعدی مجموعه�های توسط شده تولید عددی

بررسͬ با و مͬ�پردازیم حالت این در ناوردا دو این محاسبۀ به راستا این در مͬ�دهیم.

دلخواه اندازۀ به مͬ�تواند ناوردا دو این تفاضل که دید خواهیم آمده بدست مقادیر

بماند. باقͬ پایا مینیمال مولد مجموعۀ کاردینال اگر حتͬ باشد بزرگ
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مقدمه

دامنۀ ΁ی در را غیری΄تا تجزیه�های رفتار که دارد وجود عددی ناوردای چندین

طول مطالعۀ بر راستا این در شده انجام اولیۀ کارهای مͬ�کنند. مشخص صحیح

و دلتا مجموعه�های بود. متمرکز تحویل�ناپذیر عناصر برحسب مختلف تجزیه�های

دامنۀ ΁ی مͬ�دادند نشان که بودند ناورداها این از نمونه دو (elasticity) انعطاف
تجزیه�های طول که دامنه�هایی (یعنͬ نیمه�ی΄تا یا ی΄تا تجزیۀ دامنۀ از چقدر صحیح

سال�های در هستند. دور باشند) ی΄سان تحویل�ناپذیر عناصر به عنصر هر مختلف

tame درجۀ و catenary درجۀ شده�اند. پدیدار مقالات در دی·ری ناورداهای اخیر

هستند. ناورداها این از نمونه دو
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عددی مونوئیدهای

که ،(N0, +) از زیرمونوئید ΁ی از است عبارت S عددی مونوئید ΁ی از منظور

باشد. متناهͬ N \ S و 0 ∈ S

است. ی΄تا مینیمال مولد مجموعۀ ΁ی دارای عددی مونوئید هر I

مͬ�دهیم. نمایش g(S) با و مͬ�نامند S فرابنیوس عدد را max(N0 \ S) I

آنگاه gcd{ni} = 1 و باشند مثبت صحیح اعداد 0 < n0 < . . . < np اگر I

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را اعداد این توسط شده تولید عددی مونوئید

⟨n0, . . . , np⟩ = N0n0 + . . . + N0np =
{∑

zini
∣∣zi ∈ N0

}
اگر a ≤S b که مͬ�شود تعریف صورت این به ≤S جزئͬ ترتیب ΁ی S روی بر I

.b − a ∈ S اگر تنها و
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مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را φ : Np+1
0 → S تجزیه تابع I

φ(z0, . . . , zp) = z0n0 + . . . + zpnp.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را n ∈ S تجزیه�های مجموعۀ I

Z(n) = φ−1(n) = {(z0, . . . , zp) ∈ Np+1|z0n0 + . . .+zpnp = n}.

مͬ�شود: تعریف زیر صورت به z = (z0, . . . , zp) ∈ Z(n) تجزیۀ ΁ی طول I

|z| = z0 + . . . + zp.

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را n ∈ S طول�های مجموعۀ I

L(n) = {|z|
∣∣ z ∈ Z(n)} ⊂ N0.

مͬ�کنیم: تعریف z = (z, . . . , zp), z′ = (z′, . . . , z′p) ∈ Np+1 اگر I

gcd(z, z′) = (min{z1, z′1}, . . . , min{zp, z′p}),
z
z′ = z − z′
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مͬ�کنیم: تعریف z = (z, . . . , zp), z′ = (z′, . . . , z′p) ∈ Np+1
0 اگر I

gcd(z, z′) = (min{z1, z′1}, . . . , min{zp, z′p}),
z
z′ = z − z′

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را z′ و z بین فاصلۀ و

d(z, z′) = max
{∣∣∣ z

gcd(z, z′)

∣∣∣, ∣∣∣ z′
gcd(z, z′)

∣∣∣}
مͬ�کنیم: تعریف زیر ش΄ل به را Np+1

0 از Y و X زیرمجموعۀ دو فاصلۀ I

d(X, Y) = min{d(x, y)|x ∈ X, y ∈ Y}
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catenary درجۀ

تا z از تجزیه�ها N-زنجیر ΁ی از منظور .z, z′ ∈ Z(n) و n ∈ S کنید فرض I

،z = z0 که طوری به z0, . . . , zk ∈ Z(n) دنبالۀ از است عبارت z′

.i هر ای بر d(zi, zi+1) ≤ N و z′ = zk

N نامنفͬ صحیح عدد کوچ΄ترین را c(n) ،n ∈ S عنصر catenary درجۀ I

تجزیه�ها N-زنجیر ΁ی با بتوان را n از z′ و z تجزیۀ دو هر که مͬ�کنیم تعریف

کرد. وصل هم به

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را S مونوئید catenary درجۀ I

c(S) = sup{c(n)|n ∈ S}.
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tame درجۀ

مͬ�کنیم: تعریف i ∈ {0, . . . , p} برای .n ∈ S کنید فرض I

Zi(n) = {(z1, . . . , zp) ∈ Z(n)|zi ̸= 0}

مͬ�کنیم تعریف n؛ − ni ∈ S کنید فرض I

ti(n) = max{d(z, Zi(n))|z ∈ Z(n)}

و

t(n) = max{ti(n)|n − ni ∈ S, 1 ≤ i ≤ p}

مͬ�نامیم. n عنصر tame درجۀ آنرا و

مͬ�کنیم: تعریف زیر صورت به را S مونوئید tame درجۀ I

t(S) = max{t(n)|n ∈ S}
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تعمیم�یافته تصاعدی دنباله�های توسط شده تولید مونوئیدهای معرفͬ

صحیح اعداد d و ،x ،h ،a آن در که را a, ha + d, . . . , ha + xd دنبالۀ I

مͬ�نامیم. تعمیم�یافته تصاعدی دنبالۀ ΁ی gcd(a, d) = 1 و باشند مثبت

اگر تنها و اگر n ∈ S آنگاه ،0 ≤ i < a و n = qa + id اگر I

⌈ i
x⌉h ≤ q

آنگاه ،0 ≤ i < a و n = qa + id اگر I

max L(n) = q − ⌈ i
x⌉(h − 1)



دامنه�های در غیری΄تا تجزیۀ

صحیح

امیدعلͬ مهدی

پیش·فتار

چ΄یده

مقدمه

مقدمات

عددی مونوئیدهای

catenary درجۀ

tame درجۀ

حسابی مونوئیدهای

تعمیم�یافته

مونوئیدها معرفͬ

tame catenaryو درجۀ

نتایج

.١١١

tame و catenary درجۀ

صحیح اعداد x و ،a, d, h که S = ⟨a, ha + d, . . . , ha + xd⟩ کنید فرض I

آنگاه .1 ≤ x ≤ a − 1 و ،gcd(a, d) = 1 هستند، مثبت

I

c(S) = ⌈a
x ⌉h + d

I

t(S) = ω(S) =
(
⌈a − 1

x ⌉ + 1
)
h + d
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نتایج

تصاعدی دنباله�های توسط شده تولید عددی مونوئیدهای فرابنیوس عدد I

است: شده پیدا زیر صورت به یافته تعمیم

g(S) = ⌈a − 1
x ⌉ha + ad − a − d

کنید فرض

B =
g(S) + np

n1
+ 1 = (⌈a − 1

x ⌉ + 1)h +
x − 1

a d.

آنگاه

B − t(S) =
x − 1

a d

و

B − c(S) =
(
⌈a − 1

x ⌉ + 1 − ⌈a
x⌉

)
h +

x − 1
a d



دامنه�های در غیری΄تا تجزیۀ

صحیح

امیدعلͬ مهدی

پیش·فتار

چ΄یده

مقدمه

مقدمات

عددی مونوئیدهای

catenary درجۀ

tame درجۀ

حسابی مونوئیدهای

تعمیم�یافته

مونوئیدها معرفͬ

tame catenaryو درجۀ

نتایج

.١٣١

نتایج

که حالͬ در c(S) = t(S) آنگاه .(a mod x) = 1 کنید فرض I

به d که وقتͬ باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به مͬ�تواند B − c(S) = (x − 1)d/a

مͬ�کند. میل بینهایت

که کنید انتخاب طوری را d و (a mod x) ̸= 1 کنید فرض I

که حالͬ در ⌊B⌋ = t(S) آنگاه .(x − 1)d < a

که وقتͬ باشد بزرگ کافͬ اندازۀ به مͬ�تواند B − c(S) = h + (x − 1)d/a

کند. میل بینهایت به h
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