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اول فصل

اندازه نظریه�ي
اختصاص حجم و مساحت طول، نام به عددي» «اندازه�هایی بعدي، سه فضاي و صفحه، خط، هندسی ساده�ي مجموعه�هاي زیر به مقدماتی، هندسه�ي در
تعریفشود. باید چطور یکمکعب، حجم و مساحتیکمستطیل خط، یکپاره طول استکه این است بدیهی شهودي طور به آنچه ابتدا می�شود. داده
صورتی در �کنیم مشخص می�توانیم را پیچیده�تري مجموعه�هاي حجم و مساحت، طول، مقدماتی، هندسه�ي روش�هاي از استفاده با مرحله، این از عبور با

بپذیریم. عددي اندازه�هاي این با کار براي را مشخصی محاسباتی قواعد که

مولدهايآن و -جبرها σ بخش1
صورت این در دهد. نشان را Ω زیرمجموعه�هاي همه�ي مجموعه�ي یعنی، آن، توانی مجموعه�ي P(Ω) و باشد دلخواه مجموعه�ي یک Ω کنیم فرض
P(Ω) علاوه به هستند. P(Ω) به متعلق نیز ∩i∈IAi اشتراك و ∪i∈IAi اجتماع ،P(Ω) به متعلق مجموعه�هاي از (Ai)i∈I خانواده�ي هر با همراه

است. خودش Aدر مجموعه�ي هر از ∁A مکمل شامل
I پذیر شمارش زیرنویس�هاي مجموعه�ي براي ،حداقل P(Ω) با مشابه خواصی که می�پردازیم P(Ω) از A زیرسامانه�هاي مطالعه�ي به ادامه در

نامتناهی�اند. پذیر شمارش یا متناهی که هستند مجموعه�هایی پذیر، شمارش مجموعه�هاي مقدمه، در شده ذکر قراردادهاي طبق دارند؛
باشد زیر ویژگی�هاي داراي هرگاه می�شود نامیده (Ω (در یکσ-جبر ،Ω یکمجموعه�ي زیرمجموعه�هاي Aاز یکسامانه�ي تعریف1.1.

Ω ∈ A (1.1)
A ∈ A ⇒ A ∈ A (2.1)

(An)n∈N⊂A ⇒ ∪n
n∈N ∈ A (3.1)

است. یکσ-جبر همواره P(Ω) مثال.1.
طوري به Ω Aاز زیرمجموعه�هاي (یعنی، هستند هم�شمارش�پذیر یا شمارش�پذیر که آن زیرمجموعه�هاي همه�ي سامانه�ي ،Ω مجموعه�ي هر براي .2
گاه آن باشد، شمارش�پذیر An هر اگر می�شود. ثابت زیر صورت به (3.1) ویژگی می�دهد. تشکیل σ-جبر یک باشد) شمارش�پذیر ∁A یا A که
مجموعه�ي و است، شمارش�پذیر آن مکمل گاه آن نباشد، شمارش�پذیر که باشد داشته وجود An اگر است. طور همین نیز ∪n∈?N An اجتماع

است. شمارش�پذیر ∁An زیرمجموعه�ي عنوان به نیز ∁C∪
n∈NAn

=
∩

n∈N ∁An

آن�گاه Ωباشد، ′Ωیکزیرمجموعه�ي Ωو یکمجموعه�ي در Aیکσ-جبر اگر .3
Ω′ ∩ A := {Ω′ ∩A : A ∈ A} (4.1)

نشان Aرا به ′Ωمتعلق زیرمجموعه�هاي همه�ي ساده، طور ′Ωبه ∩ A نماد ،Ω′ ∈ A که حالتی در ′Ωاست. در یکσ-جبر ،Ω′ Aدر اثر به معروف
می�دهد.

عمل�هاي آشناي ویژگی�هاي بنابر صورت این در باشد. یکنگاشت T : Ω → Ω′ ′Ωو در ′Aیکσ-جبر مجموعه، ′Ωدو Ωو فرضکنیم .4
است یکσ-جبر زیر مجموعه�هاي از متشکل سامانه�ي وارون، تصویر تحت مجموعه�ها، نظریه

T−1(A) := {T−1(A′) : A′ ∈ A}. (5.1)
یعنی، است؛ (3.1) و (1.1) براي «دوگان» ویژگی�هاي Aداراي σ-جبر هر

∅ ∈ A, (6.1)
(an)n∈N ⊂ A ⇒ ∩n∈N An ∈ A (7.1)
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علاوه به می�آیند. دست به ∩An = ∁(∪∁An) و ∅ = ∁Ω برابري�هاي و (3.1)-(1.1) از ویژگی�ها این که
A1 ∪ ... ∪An = A1 ∪ ... ∪An ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ...

و
A1 ∩ ... ∩An = A1 ∩ ... ∩An ∩ Ω ∩ Ω ∩ ...

داریم (2.1) و مشاهدات این از همچنین هست. نیز خودش مجموعه�هاي از متناهی تعداد اشتراكهر و اجتماع Aشامل بنابراین
A,B ∈ A ⇒ A\B = A ∩ ∁B ∈ A. (8.1)

است. برخوردار خاصی اهمیت از زیر قضیه�ي σ-جبرها، ساختن براي
Ωاست. در یکσ-جبر ،Ω یکسان یکمجموعه�ي در σ-جبرها از (Ai)i∈I خانواده�ي هر از ∩i∈IAi اشتراك .2.1 قضیه

σ-جبر کوچکترین Ω زیرمجموعه�هاي از ξ دستگاه هر براي نتیجه در می�باشد. (3.1)-(1.1) ویژگی�هاي ساده�ي بررسی یک تنها قضیه این اثبات
است زیر ویژگی�هاي Ωبا در یکσ-جبر σ(E) یعنی، دارد؛ وجود E شامل σ(E)

،E ⊆ σ(E) (1)
.σ(E) ⊆ A داریم E ⊆ A شرط Ωبا Aدر σ-جبر هر براي (2)

صورت این در است. Σ از یکعضو P(Ω) مثال، براي است؛ E ⊆ A شرط با Ω Aدر σ-جبرهاي همه�ي سامانه�ي Σ کنیم فرض اثبات براي
است. مطلوب ویژگی�هاي ي همه داراي ،2.1 طبق که Aاست ∈ Σ عناصر اشتراكهمه�ي σ(E)

.E = σ(E) گاه آن Ωباشد، در یکσ-جبر E اگر .5 مثال. می�شود. نامیده σ(E) مولد E و (Ω (در E وسیله�ي به تولیدشده σ-جبر ،σ(E)
.σ(E) = {∅, A, ∁A,Ω} گاه آن باشد، شده Ωتشکیل Aاز یکزیرمجموعه�ي از تنها E اگر .6

است. شده Ωتولید متناهی زیرمجموعه�هاي همه�ي سامانه�ي وسیله�ي به 2 مثال جبر .7
جالب خاص نمونه�هاي از می�شوند. گرفته درنظر مولد عنوان به مکرراً σ-جبرها، خواص از برخی تنها داراي مجموعه�هاي از متعددي سامانه�هاي

هستند. مجموعه�ها از حلقه�هایی توجه،
باشد زیر ویژگی�هاي داراي هرگاه می�شود نامیده (Ω (در Ωیکحلقه یکمجموعه�ي زیرمجموعه�هاي Rاز یکسامانه تعریف3.1.

∅ ∈ R; (9.1)
A,B ∈ R ⇒ A\B ∈ R; (10.1)
A,B ∈ R ⇒ A ∪B ∈ R. (11.1)

علاوه به اگر،
Ω ∈ R (12.1)

می�شود. نامیده (Ω (در Rیکجبر گاه آن
می�شود. شامل نیز را خود) مجموعه�هاي از متناهی گردایه هر لذا (و خود مجموعه�ي دو اشتراكهر بلکه اجتماع، تنها نه یکحلقه،

باشد. (11.1) و (2.1) ،(1.1) ویژگی�هاي داراي اگر فقط و اگر است Ωیکجبر یکمجموعه�ي زیرمجموعه�هاي Rاز یکسامانه .4.1 قضیه
این از عکس، گزاره�ي می�شود. نتیجه (2.1) آخر، ویژگی از که است (10.1) و (11.1) ،(1.1) ویژگی�هاي داراي جبر یک تعریف، به توجه با اثبات.

مجموعه�اي نظریه برابري با همراه ∅ = ∁Ω که واقعیت
A\B = A ∩ ∁B = ∁(B ∩ ∁A)

می�شود. نتیجه
است. یکجبر σ-جبر هر .8 مثال.

است، یکجبر هستند (Ω در متناهی مکمل داراي (یعنی، متناهی هم یا متناهی Ωکه زیرمجموعه�هايAاز همه�ي مجموعه�يΩسامانه�ي هر براي .9
باشد. Ωمتناهی که است یکσ-جبر وقتی تنها اما

باشد. Ωمتناهی که است یکجبر وقتی تنها اما است، Ωیکحلقه یکمجموعه�ي از متناهی زیرمجموعه�هاي همه�ي دستگاه .10
است. ∅ تهی مجموعه�ي ،Ω یکمجموعه�ي زیرمجموعه�هاي از حلقه کوچکترین .11

حلقه�ي حلقه، این است. ξ شامل که دارد Ωوجود در P(ξ) حلقه�ي کوچکترین ،Ω یکمجموعه�ي زیرمجموعه�هاي از ξ دستگاه هر براي تمرین.1.
استP(ξ)و شده Ωتشکیل Bاز Aو زیرمجموعه�ي دو از ξ که حالتی در کنید. ثابت را وجودي ادعاي این می�شود. نامیده ξ وسیله�ي به شده تولید

است؟ برقرار برابري این وقتی چه دلخواه، ξ یک براي است؛ برقرار P(ξ) = σ(ξ) برابري وقتی چه حالت این در مشخصکنید؛ را σ(ξ)
می�شود نامیده آنها متقارن تفاضل زیر مجموعه�ي ،B Aو مجموعه�هاي براي .2

A△B := (A\B) ∪ (B\A)

می�کند پیروي هستند) دلخواه Cمجموعه�هایی Bو ،A آن در (که زیر محاسباتی قواعد از متقارن تفاضل که کنید ثابت
A△B = B△A; (الف)



5 دینکین دستگاه�هاي .2

(A△B)△C = A△(B△C); (ب)
A△A = ∅; A△∅ = A; (ج)

∁A△∁B = A△B; (د)
(A△B) ∩ C = (A ∩ C)△(B ∩ C); (ه)

(
∪

n∈N An)△(
∪

n∈N Bn) ⊆
∪

n∈N(An△Bn) (و)
است Ω مجموعه�ي در حلقه یک ρ(Ω) Rاز زیرمجموعه�ي که بگیرید نتیجه 2 تمرین از .3 مجموعه�ها). از (Bn) و (An) دلخواه دنباله�هاي (براي
بدهد. تشکیل جبردانان، استفاده�ي مورد مفهوم به جایی، جابه یکحلقه�ي ضرب) عنوان (به ∩ و جمع) عنوان △(به عمل به Rنسبت اگر فقط و اگر

کند: برآورده را زیر شرایط هرگاه می�شود نامیده ایدال Ωیک مجموعه�ي Rدر حلقه�ي Nاز یکزیرمجموعه�ي .4
∅ ∈ N ; (الف)

N ∈ N ,M ∈ R,M ⊆ N ⇒ M ∈ N ; (ب)
M,N ∈ N ⇒ M ∪N ∈ N . (ج)

جابجاییRباشد. حلقه�ي در جبردانان مفهوم به یکایدال اگر فقط و اگر Rاست در Rیکایدال Nاز زیرمجموعه�ي دهید نشان 3 تمرین ي ادامه در
Rاست. در Rیکحلقه در ایدال هر

عنصري�هاي تک شامل σn سامانه�ي وسیله�ي به شده تولید Ω در σ-جبر دهنده�ي نشان An ،n ∈ N هر براي و Ω := N کنیم فرض .5
واضح می�شود. تشکیل مجموعه، این مکمل شامل یا و {1, 2, ..., n} شامل Ω زیرمجموعه�هاي همه�ي از An دهید نشان باشد. {n}, ..., {2}, {1}

Ωنیست؟ = N در یکσ-جبر ∪n∈NAn وجود، این با چرا .An ⊆ An+1 داریم n ∈ N هر براي که است
تنها و اگر است شاملیکσ-جبر Rnها اجتماع ،Ωیکمجموعه�ي در حلقه�ها از (Rn)n∈N صعودي دنباله�ي هر براي کلی حالت در [راهنمایی:
کنید.] رجوع [1977] هاف و بروتن به حالتخاصσ-جبرها، براي و [1979] سیمن و سیمونز اوردیک، به باشند. برابر هم با بعد به اندیس یک از اگر

دینکین دستگاه�هاي بخش2
به آن از پیش البته و [1961] دینکین به که زیر، مفهوم است. دشوار مجموعه�ها، از شده داده ي سامانه یک بودن σ-جبر مستقیم تشخیص اوقات بیشتر

کند. کمکمی دشواري�ها این از برخی از عبور به گردد، برمی [1928] سرپینسکی
باشد زیر ویژگی�هاي داراي هرگاه شود می نامیده (Ω (در دینکین Ωسامانه ي مجموعه زیرمجموعه�هاي Dاز ي یکسامانه تعریف1.2.

Ω ∈ D; (13.1)
D ∈ D ⇒ ∁D ∈ D; (14.1)

n ∈ N براي مجزا دوبه دو Dn ∈ D ⇒
∪
n∈N

Dn ∈ D (15.1)

دو به دو ي گردایه هر اجتماع شامل D که کند می تضمین (15.1) آنجا از و است، ∅ = ∁Ω تهی ي مجموعه شامل D دینکین ي سامانه هر بنابراین
است. خود مجموعه�هاي از متناهی مجزاي

است. دینکین ي یکسامانه بوضوح σ-جبر هر .1 مثال.
شامل Ω Dاز زیرمجموعه�هاي تمام Dاز ي سامانه صورت این در .(n ∈ N) باشد عنصر 2n زوج تعداد با متناهی ي یکمجموعه Ω فرضکنیم .2

نیست. نیز یکσ-جبر مشخصاً بنابراین نیست؛ Dجبر ،n > 1 که حالتی در است. دینکین ي یکسامانه عنصر زوج تعدادي
شود. می آشکار زیر ملاحظات در دینکین سامانه و σ-جبر مفاهیم بین دقیق ارتباط
که معنی بدین است؛ بسته سره مکمل تشکیل به Dنسبت دینکن ي سامانه هر .2.2 لم

D,E ∈ D, D ⊆ E ⇒ E\D ∈ D. (16.1)
در اما دارد. Dقرار در ،D از ∁E Dو مجزاي مجموعه�هاي اجتماع عنوان به ،D ∪ ∁E مجموعه شد، نشان خاظر 1.2 تعریف از بعد آنچه بر بنا اثبات.

دارد. Dقرار در ،E ∩ ∁D = E\D یعنی ،Ω به نسبت مجموعه این مکمل صورت این
تعریفشوند. توانند می نیز (15.1) و (16.1) ،(13.1) ویژگی�هاي با دینکین سامانه�هاي آنکه، نتیجه

باشد. اش مجموعه دو اشتراكهر شامل که است σ-جبر هنگامی دقیقاً دینکین، ي یکسامانه .3.2 قضیه
(3.1) تنها σ-جبر، یک معرف ویژگی�هاي از است. σ-جبر یک ،D مانند متناهی اشتراك تحت بسته دینکین ي سامانه هر که دهیم نشان باید اثبات.
چون .A,B ∈ Dهرگاه دارد قرار D در A\B = A\(A ∩ B) پیوستار، فرضیه و (16.1) طبق دهیم می انجام را آن لذا و شود تصدیق باید
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شود. می شامل نیز را عناصرش از متناهی تعداد هر اجتماع بنابراین است؛ دو هر اجتماع Dشامل ،A ∪ B = (A\B) ∪ B و (A\B) ∩ B = ∅
داریم ،D در (Dn)n ∈ N دنباله هر براي

∞∪
n=1

Dn =
∞∪
n=0

(D′
n+1\D′

n)

شده ثابت اکنون هم آنچه به بنا و مجزایند دو به ′Dدو
n+1\D′

n مجموعه�هاي .D′
n := D1 ∪ ... ∪Dn ،n ∈ N هر براي D′0و := ∅ آن در که

دارد. Dقرار Dnدر مجموعه�هاي اجتماع ،(15.1) بر بنا اینرو از دارند. Dقرار در آنها است،

دینکین سامانه البته، که، گیرد می قرار دینکین ي سامانه یککوچکترین زیرمجموعه�هايΩدر از E ي سامانه هر حلقه�ها، و جبرها σ-جبرها، همانند
شود. می داده نشان δ(E) با و نامیده E توسط تولیدشده

است. نهفته زیر واقعیت در چیز هر از پیش دینکین سامانه�هاي اهمیت
می�کند برآورده را زیر شرط P(Ω) از E متناهی اشتراك تحت بسته زیرمجموعه�ي هر .4.2 قضیه

δ(E) = σ(E) (17.1)
می�دانستیم برعکس، اگر .δ(E) ⊆ σδ(E) نتیجه در و است E شامل دینکین یکسامانه�ي σ(E) است، دینکین یکسامانه�ي σ-جبر هر چون اثبات.
است. بسته اشتراك تحت δ(E) که دهیم نشان است کافی ،3.2 بر بنا لذا می�شد. نتیجه نیز δ(E) ⊆ σδ(E) دوگان رابطه�ي است، σ-جبر یک δ(E)

می�کنیم معرفی را زیر سامانه�ي ،D ∈ δ(E) هر براي ویژگی، این اثبات براي
DD := {Q ∈ P(Ω) : Q ∩D ∈ δ(E)}.

آنجا از و E ⊆ DE که می�کند تضمین E روي مفروضات ،E ∈ E هر براي است. دینکین سامانه یک DD که می�کند تصدیق ساده�اي بررسی
همان دقیقا این δ(E).اما ⊆ DD نتیجه در و ،E ⊆ DD یعنی، E؛ ∩D ∈ δ(E) Eداریم ∈ E هر Dو ∈ δ(E) هر براي .بنابراین δ(E) ⊆ DE

می�شد. تصدیق باید که است δ(E) ویژگی
عنوان با هستند، بسته خود مجموعه�هاي از متناهی، تعداد هر لذا و دو، اجتماع) ترتیب، اشتراك(به تحت که زیرمجموعه�هایی سامانه�هاي پس، این از
Ωرا Bاز Aو زیرمجموعه�ي دو تنها از متشکل سامانه�ي توسط شده تولید دینکین سامانه�ي تمرین. شد. توصیفخواهند ∪-پایا) ترتیب، (به ∩-پایا
∁A∩ ∁B یا ∁A∩B ،A∩ ∁B ،A∩B مجموعه�هاي از یکی که حالتی در صرفاً می�شوند منطبق هم بر σ(E) و δ(E) که دهید نشان مشخصکنید.

باشد. تهی

اندازه پیشاندازه، محتوا، بخش3
می�شود. منجر اعداد نظریه پایه�اي مفاهیم به شدیم آشنا مقدمه در که حجم و سطح طول، (C) و (B) ویژگی�هاي با σ-جبر و حلقه مفاهیم ترکیب

Rنامیده روي اندازه پیش یک µصورت این در باشد. [0,+∞] در مقادیر Rبا روي تابع یک µ و Ω در Rیکحلقه کنیم فرض .1.3 تعریف
هرگاه می�شود

µ(∅) = 0 (18.1)
می�گیرد، Rقرار در آنها اجتماع Rکه مجزاي دو به دو مجموعه�هاي از (Ai) دنباله�ي هر براي و
(σ-جمعی) µ(

∞∪
i=1

Ai) =
∞∑
i=1

µ(Ai) (19.1)

باشیم Rداشته ,Anدر ..., A1 مجزاي دو به دو مجموعه�ي متناهی تعداد لذا) و (دو هر براي تنها (19.1) جاي به اگر می�شود نامیده یکمحتوا µ
متناهی جمعی µ(

n∪
i=1

Ai) =
n∑

i=1
µ(Ai) (20.1)

.An+1 = An+2 = ... = ∅ دهیم قرار (19.1) در است کافی تنها گزاره، این مشاهده�ي براي یکمحتواست. بوضوح اندازه پیش هر ،(18.1) بر بنا
دستور Rبا روي تعریفشده ξΩ تابع ،Ω Ωدر نقطه�ي هر Ωو Rدر حلقه�ي هر براي مثال.1.

ξΩ(A) :=

{ 1 Ω ∈ A
0 w /∈ A

(21.1)

نامند. Ωمی در یکه جرم وسیله�ي به تعریفشده اندازه�ي پیش را آن است؛ اندازه یکپیش
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µ(A) ،∁A اساسشماراییAیا بر Rباشد. ناشمارايΩمانند یکمجموعه�ي ازاي به بخش1، از 2 مثال در تعریفشده σ-جبر ،A فرضکنیم .2
آسانی به (19.1) ویژگی باشد، داشته شمارا مکمل می�تواند آنها از یکی حداکثر ،Ω مجزاي زیرمجموعه�ي دو از چون می�کنیم. تعریف 1 یا 0 برابر را

Aاست. روي اندازه یکپیش µ بنابراین می�شود؛ تصدیق
،∁A یا A بودن متناهی اساس بر باشد. Ω نامتناهی شماراي مجموعه�ي یک ازاي به 1 بخش از 9 مثال در شده تعریف جبر Aیک کنیم فرض .3
از دوم ادعاي دارد، قبل مثال با مشابه اثباتی اول، ادعاي نیست. اندازه پیش اما محتواست یک µصورت این در می�کنیم. تعریف 1 یا 0 برابر را µ(A)

است. تکعنصري مجموعه�ي شمارا تعدادي مجزاي Ωاجتماع که می�شود نتیجه واقعیت این
در باشد. نامنفی حقیقی اعداد از دنباله یک ...،α2 ،α1 کنیم فرض و ،R یکحلقه روي (اندازه)�ها محتواها از دنباله�اي ...،µ2 ،µ1 کنیم فرض .4

صورت این
µ :=

∞∑
n=1

αnµn

Rاست. روي اندازه) (پیش یکمحتوا نیز
است برخوردار زیر ویژگی�هاي از (A,B,A1, B1, ... ∈ R ازاي R(به یکحلقه�ي روي µ محتواي هر

µ(A ∪B) + µ(A ∩B) = µ(A) + µ(B); (22.1)
صعودي A ⊂ B ⇒ µ(A) ≤ µ(B) (23.1)

تفریقی A ⊂ B,µ(A) < +∞ ⇒ µ(B\A) = µ(B)− µ(A) (24.1)

زیرجمعی µ(
n∪

i=1
Ai) ≤

n∑
i=1

µ(Ai) (25.1)

،R به متعلق اجتماع Rبا عناصر از (An) مجزاي دو به دو دنباله�ي هر براي و
∞∑
n=1

µ(An) ≤ µ(

∞∪
n=1

An). (26.1)

،R Bدر Aو دلخواه مجموعه�ي دو هر براي اثبات.
A ∪B = A ∪ (B\A) و B = (A ∩B) ∪ (B\A).

که می�شود نتیجه برابري�ها این از ،µ بودن متناهی جمعی بر بنا
µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B\A) و µ(B) = µ(A ∩B) + µ(B\A),

اخیر، برابري دو جمع از و
µ(A ∪B) + µ(A ∩B) + µ(B\A) = µ(A) + µ(B) + µ(B\A).

نشان µ(B) و µ(A ∪ B) دستورهاي ،µ(B\A) = +∞ که حالتی در می�شود. نتیجه برابري این از (22.1) است، متناهی µ(B\A) که حالتی در
می�کند بیان µ(B) براي اخیر دستور ،A ⊆ B اگر می�کند. صدق نیز حالت این در (؟؟) لذا و ∞+باشند برابر باید نیز دو این از یک هر که می�دهند

که
µ(B) = µ(A) + µ(B\A),

Bn := An\(A1 ∪ ،... ،B2 := A2\A1 ،B1 := A1 دهیم قرار اگر می�دهد. تحویل را (24.1) و (23.1) ویژگی دو هر ،µ ≥ 0 واسطه�ي به که
می�شود موجب که Rهستند از مجزا دو به دو ,Bnمجموعه�هایی ..., B1 گاه آن ،...An−1)

µ(
n∪

i=1
Bi) =

n∑
i=1

µ(Bi).

تنها ،(26.1) اثبات براي می�آید. دست به (؟؟) ویژگی ،∪n
i=1Bi = ∪n

i=1Ai و است صعودي µ ،(i = 1, ..., n)Bi ⊆ Ai که واقعیت این از حال
،A := ∪n∈NAn ∈ R شرط Rبا مجزاي دو به دو مجموعه�هاي از (An)n∈N دنباله�ي هر براي که کنیم ملاحظه باید

µ(A1) + ...+ µ(Am) = µ(A1 ∪ ... ∪Am) ≤ µ(A) (m ∈ N)

دهید. سمت∞میل به mرا و
Rداریم در ... ،A1 ،A0 مجموعه�هاي براي گاه آن ،R روي اندازه یکپیش µ اگر بالاخره

A0 ⊂
∞∪
n=1

An ⇒ µ(A0) ≤
∞∑
n=1

µ(An). (27.1)
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،B1 := A1 می�دهیم قرار صورت این در .A0 = ∪An که کنیم فرض می�توانیم ،(27.1) بررسی براي ،(23.1) و A0 = ∪(A0 ∩ An) بر بنا
Anو مجموعه�هاي همه�ي هرگاه خاص، حالت در می�دهیم. ادامه (25.1) اثبات همانند Bnو := An\(A1 ∪ ... ∪ An−1) ،... ،B2 := A2\A1

داریم Rباشند، در آنها اجتماع نیز

µ(
∞∪
n=1

An) ≤
∞∑
n=1

µ(An) (28.1)

مجموعه�هاي ازاي به زیر نمادهاي از استفاده با آن بیان مشخصمی�کند. σ-جمعی ویژگی با مرتبط دیگري ویژگی�هاي با را اندازه�ها پیش زیر، قضیه�ي
می�شود. ساده�تر ... ،E2 ،E1

En ↑ E و En ↓ E (29.1)
به یا (En) دنباله�ي دیگر، عبارت به .E = ∩En در صادق E1 ⊇ E2 ⊇ ... و E = ∪En در صادق E1 ⊆ E2 ⊆ ... که معنی بدین ترتیب به

می�کند. Eنزول به پادنوا طور به یا می�کند Eصعود به تکنوا طور
بگیرید. درنظر را زیر Rگزاره�هاي حلقه�ي روي µ یکمحتواي براي .2.3 قضیه

است. اندازه یکپیش µ (الف)
پایین) از (پیوستگی . limn→∞ µ(An) = µ(A) که می�کند Anایجاب ↑ A شرط ,Anبا A ∈ R (ب)

بالا) از (پیوستگی .limn→∞ µ(An) = µ(A) که می�کند ایجاب n هر براي µ(An) < +∞ Anو ↓ A شرط ,Anبا A ∈ R (ج)
( ∅ در (پیوستگی .limn→∞ µ(An) = 0 که می�کند ایجاب n هر براي µ(An) < +∞ Anو ↑ ∅ شرط Anبا ∈ R (د)

برقرارند زیر استلزام�هاي صورت این در
(الف) ⇔ (ب) ⇒ (ج) ⇔ .(د)

ارزند. هم (د) تا (الف) گزاره چهار گاه آن ،A ∈ R هر براي µ(A) < +∞ باشد، Rمتناهی روي µ اگر
را زیر شرایط و دارند Rقرار در مجزایند، دو به دو که (n ∈ N) Bn := An\An−1 مجموعه�هاي ،A0 := تعریف∅ با ⇐(ب). (الف) اثبات.

می�سازند برآورده
A =

∞∪
n=1

Bn , An = B1 ∪ ... ∪Bn.

،µ بودن σ-جمعی بر بنا اینرو از
µ(A) =

∞∑
n=1

µ(Bn) = lim
n→∞

n∑
n=1

µ(Bi) = lim
n→∞

µ(An).

قرار اگر دارد. Rقرار در نیز A := ∪An آنها اجتماع که Rباشد در مجزا دو دوبه مجموعه�هاي از دنباله یک (An) کنیم فرض ⇐(الف). (ب)
،µ بودن جمعی از نتیجه�اي عنوان به .µ(A) = limµ(Bn) بنابراین Bn؛ ↑ A Bnو ∈ R گاه آن ،Bn := A1 ∪ ... ∪An دهیم

µ(Bn) = µ(A1) + ...+ µ(An)

است. اندازه یکپیش نتیجه در و است σ-جمعی ،µپس .µ(A) =
∑

µ(An) لذا و
همه�ي و A1\An ↑ A1\A شود می نتیجه An ↓ A از .µ(A1\An) = µ(A1) − µ(An) داریم n ∈ N هر براي (؟؟)، طبق ⇐(ج). (ب)

داریم (ب) از بنابراین Rهستند. در اینجا در شده ظاهر مجموعه�هاي
µ(A1\A) = lim

n→∞
µ(A1\An) = µ(A1)− lim

n→∞
µ(An).

لذا و µ(A) < +∞ که است معنی Aبدین ⊆ An زیرا شود می نتیجه (ج) برابري، این از
µ(A1\A) = µ(A1)− µ(A)

ندارد! وجود اثبات براي چیزي اینجا، در (ج)⇐(د).
متناهی نیز µ(An\A) ،µ(An) با همراه که کند می ایجاد µ یکنوایی ،An\A ⊆ An چون .An\A ↓ ∅ شود می Anنتیجه ↓ A از ⇐(ج). (د)
با µ(An\A) برابري µ(A) ≤ µ(An) < +∞ زیرا شود می نتیجه (ج) صورت این در اما .limµ(An\A) = 0 داریم (د) بر بنا اینرو از است.

شود. می موجب را µ(An)− µ(A)
مجموعه�هاي از یکدنباله (An) اگر ⇐(ب). (د) صورت این در که دهیم می نشان و است متناهی µ که گیریم می درنظر را حالتی اثبات، اتمام براي

که دهد می نتیجه ،µ بودن متناهی به توجه بنابراین، .A\An ↓ ∅ گاه آن ،An ↑ A ∈ R و Rباشد به متعلق
0 = limµ(A\An) = lim[µ(A)− µ(An)]

شود. می حاصل (ب) آنجا از و
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هم مجموعه�هاي براي µ(A) := +∞ و A متناهی مجموعه�هاي براي µ(A) := 0 اختیار با را بخش این از 3 مثال کسی اگر ملاحظه.
قضیه در بودن متناهی فرض بدون پس نیست. اندازه پیش یک ولی است پیوسته ∅ در که آورد می دست به محتوا یک گاه آن دهد، تغییر ،A متناهی
کنیم فرض صریحاً ،n ∈ N یک ازاي به است کافی (د)، و (ج) در دیگر، طرف از نیستند. ارز هم کلی حالت در (د) تا (الف) گزاره�هاي قبل، ي

بودن). m(صعودي ≥ n هر براي µ(Am) < صورت∞+ این در زیرا ،µ(An) < +∞
هستند. اندازه یعنی کتاب این اصلی مفهوم براي اي مقدمه اندازه پیش و محتوا مفاهیم

مقدار شود. می نامیده (A (روي اندازه یک Ω ي یکمجموعه زیرمجموعه�هاي Aاز σ-جبر یک روي شده تعریف اندازه پیش یک .3.3 تعریف
در A هر براي نتیجه در (و µ(Ω) < +∞ هرگاه شود. می نامیده A جرم (−µ) یا ي اندازه (−µ) ،A در A ي یکمجموعه در µ تابع از µ(A)

شود. می نامیده متناهی ،µ ي اندازه ،(µ(A) < +∞ باشیم Aداشته
یک µ = 0 ثابت تابع است. (18.1)زیر ویژگی�هاي از برخوردار و A σ-جبر یک روي شده تعریف µ نامنفی عددي تابع یک اندازه یک پس

برخوردارند. صوري نسبتاً یکطبیعت از هم باز آیند می ادامه در که مثال�هایی است. صفر ي اندازه به معروف σ-جبر، هر روي اندازه
یکجرم توسط تعریفشده ي اندازه رويAاستکه یکاندازه ξΩ گاه آن شود، Ωاختیار در یکσ-جبر 1 مثال يRدر حلقه براي اگر .5 مثال.
Ω در یکσ-جبر روي µ اندازه یک تعبیر از اصطلاح این شود. می نامیده ω دیراكدر ي اندازه نیز و ω در یکه جرم مختصرتر یا ،ω در یکه اي نقطه
که آنجا تا ،ω دیراكدر ي اندازه شود. می نگریسته یکجرم عنوان به µ(A) ،A ∈ A براي آن، مطابق شود. می ناشی Ω روي توزیع یک عنوان به
.ξω(∁{ω}) = 0 و ξω({ω}) := 1 دارد: متمرکز ω ي نقطه در را خود ي یکه جرم�هاي ي همه دارد، Aقرار در {ω} تکعنصري ي مجموعه

غیر در و است متناهی A که حالتی در A عناصر تعداد ،|A| کنیم فرض ،P(Ω) در A هر براي باشد. دلخواه ي مجموعه یک Ω کنیم فرض .6
(P(Ω)روي رويΩ(یا شمارشی ي اندازه که کند رويP(Ω)تعریفمی اندازه یک ξ(A) := |A|صورت این در دهد. نشان اینصورت∞+را

شود. می Aنامیده روي شمارشی ي Ωاندازه Aدر یکσ-جبر به آن تحدید دارد؛ نام
است. اندازه یک 2 مثال در تعریفشده اندازه پیش .7

آوریم. می دست به اندازه�ها بودن σ-جمعی از بدیهی چندان نه پیامد یک ادامه، در
وجود k ∈ N عدد کنیم فرض Aباشد. به متعلق مجموعه�هاي از دنباله یک (An)n∈N Aو σ-جبر یک روي اندازه یک µ کنیم فرض .4.3 لم

صورت این در کند. صدق |m− n| ≥ k در آنها زیرنویس هرگاه Anمجزایند Amو مجموعه�هاي که طوري به دارد
∞∑
n=1

µ(An) ≤ kµ(

∞∪
n=1

An). (30.1)

است. µ ي اندازه بودن ایجابσ-جمعی دقیقاً این ،k = 1 وقتی
دهیم قرار اگر لذا مجزایند. دو به دو (Ar+mk)m∈N0 مجموعه�هاي ،r = 1, ..., k هر براي دهیم. Cنمایشمی با را �Anها ي همه اجتماع اثبات.

Fr :=

∞∪
m=0

Ar+mk,

گاه آن
∞∑

m=1
µ(Ar+mk) = µ(Fr) ≤ µ(C)

که گیریم می نتیجه است، آن ترتیبجملات از مستقل نامنفی، جملات از یکسري مجموع چون .Fr ⊆ C زیرا
∞∑
n=1

µ(An) =

k∑
r=1

µ(Fr).

نمود. استنتاج توان می را نظر مورد نابرابري قبل، نابرابري و برابري این از
علاوه، به است. Ω∈Ω∑منطبق ξw بر P(Ω) روي ζ شمارشی ي اندازه که دهید نشان باشد. متناهی ناتهی ي Ωیکمجموعه فرضکنیم تمرین.1.

است. αω := µ({ω}) شرط با µ =
∑

ω∈ω αωξω صورت به P(Ω) روي µ اندازه هر که دهید نشان
کنید. ثابت را (22.1) برابري ي دهنده تعمیم زیر، ورودي-خروجی دستور ،R ي یکحلقه روي µ متناهی یکمحتواي براي .2

µ(
∪n

i=1 Ai) =
n∑

i=1
µ(Ai) −

∑
1≤i≤j≤n

µ(Ai ∩Aj) +
∑

1≤i≤j≤k≤n

µ(Ai ∩Aj ∩Ak)

− + ...+ (−1)n−1µ(A1 ∩ ... ∩An).

کنید Ωتعریف Rدر یکحلقه روي µ اندازه یکپیش براي .3
R̃ := {A ∈ P(Ω) : A ∩R ∈ R هر براي R ∈ R}
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µ̃(A) := sup{µ(R) : R ⊂ A,R ∈ R, هر براي A ∈ R̃.

دهد. می توسیع را µ که است R̃ روي اندازه یکپیش µ̃ و شود می شامل Rرا که Ωاست در یکجبر R̃ که دهید نشان
شرط ،n ∈ N Aو ∈ R هر براي یعنی، مشتركRباشد؛ یکحلقه روي اندازه�هاي پیش از صعودي یکدنباله�ي (µn)n∈N که فرضکنیم .4

شود. Rتعریفمی روي µ ي اندازه یکپیش µ(A) = sup
n∈N

µn(A)توسط که دهید نشان شود. می برآورده µn(A) ≤ µn+1(A)

دهیم؛ نمایشمی را ( (µ-فراموششدنی پوچ- µمجموعه�هاي ي همه�ي Nµمجموعه�ي با Aباشد. رويیکσ-جبر یکاندازه µ فرضکنیم .5
است زیر ویژگی�هاي Nµداراي دهید نشان .µ(N) = 0 آن ازاي به Aکه Nاز عناصر یعنی،

∅ ∈ Nµ; (الف)
N ∈ Nµ,M ∈ A,M ⊆ N ⇒ M ∈ Nµ; (ب)
(Nn)n∈N ⊆ Nµ ⇒

∪
n∈N Nn ∈ Nµ. (ج)

کنید). مراجعه بخش1 از 4 تمرین (به است Nµیکσ-ایدآل پس شوند. می Aنامیده در σ- ایدآل ویژگی�ها، این Aبا مجموعه�هاي زیر
یک از Ω روي تابع هر به انتگرال اختصاصیک مساله�ي اینجا در است. شده داده (Ω,A, µ) اندازه�ي فضاي انتگرال�گیري نظریه�ي �������
ویژگی درباره�ي 9 بخش مقدمه�ي از بعد .µ به نسبت شده ساخته میانگین» «مقدار یک اختصاص یعنی، می�کنیم؛ مطرح را بزرگ امکان حد در رده�ي
فرآیند کشفکاربردهاي و نظریه این بناي به فصل این آخر بخش�هاي شد. خواهد حل 12 تا 10 بخش�هاي در گام به گام مساله، این اندازه�پذیري، اساسی

است. یافته اختصاص تعریفشده، بدینسان انتگرال�گیري

اندازه�پذیر عددي توابع بخش4
+∞ و −∞ «ایدال» نقاط کردن اضافه با معمولی روش به را R هرگاه کرده�ایم. تعریف را بورل مجموعه�هاي از B1 جبر -σ ،R حقیقی خط روي
همه�ي دقیقا R در بورل مجموعه�هاي حقیقت، در می�شوند. نامیده R در بورل ،A ∩ R ∈ B1 شرط با R از A زیرمجموعه�هاي کنیم، فشرده R به
یک بوضوح مجموعه�ها این از متشکل B1 سامانه�ي Bهستند. ∈ B1 شرط Bبا ∪ {−∞,+∞} Bو ∪ {+∞} ،B ∪ {−∞} ،B مجموعه�هاي

یعنی، است؛ B1 Rهمان در آن (اثر) رد که Rاست در جبر -σ
R ∩ B1

= B1. (31.1)
-(A) عددي توابع توابعی، چنین پس این از می�شود. تعریف f : Ω → R توابع پذیري اندازه -B1 -A باشد، اندازه فضاي یک (Ω,A) اگر حال
اندازه�پذیري -B1 -A ،(31.1) به توجه با هستند؛ خاصی عددي توابع ،f : Ω → R حقیقی توابع خصوص به شد. خواهند نامیده Ω روي اندازه�پذیر

است. پذیري اندازه -B1 -A همان دقیقا تابع این
نامیده A مشخصه�ي) تابع گاهی (همچنین شاخص تابع تابع باشد. Ω زیرمجموعه�ي یک A و اندازه�پذیر فضاي یک (Ω,A) کنیم فرض .1 مثال.

می�شود.
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مطرح را بزرگ امکان حد در رده�ي یک از Ω روي تابع هر به انتگرال یک اختصاص مساله�ي اینجا در است. شده داده (Ω,A, µ) اندازه�ي فضاي
به گام مساله، این اندازه�پذیري، اساسی ویژگی درباره�ي 9 بخش مقدمه�ي از بعد .µ به نسبت شده ساخته میانگین» «مقدار اختصاصیک یعنی، می�کنیم؛
تعریفشده، بدینسان انتگرال�گیري فرآیند کاربردهاي کشف و نظریه این بناي به فصل این آخر بخش�هاي شد. خواهد حل 12 تا 10 بخش�هاي در گام

است. یافته اختصاص

اندازه�پذیر عددي توابع بخش1
+∞ و −∞ «ایدال» نقاط کردن اضافه با معمولی روش به را R هرگاه کرده�ایم. تعریف را بورل مجموعه�هاي از B1 جبر -σ ،R حقیقی خط روي
همه�ي دقیقا R در بورل مجموعه�هاي حقیقت، در می�شوند. نامیده R در بورل ،A ∩ R ∈ B1 شرط با R از A زیرمجموعه�هاي کنیم، فشرده R به
یک بوضوح مجموعه�ها این از متشکل B1 سامانه�ي Bهستند. ∈ B1 شرط Bبا ∪ {−∞,+∞} Bو ∪ {+∞} ،B ∪ {−∞} ،B مجموعه�هاي

یعنی، است؛ B1 Rهمان در آن (اثر) رد که Rاست در جبر -σ
R ∩ B1

= B1. (1.2)
-(A) عددي توابع توابعی، چنین پس این از می�شود. تعریف f : Ω → R توابع پذیري اندازه -B1 -A باشد، اندازه فضاي یک (Ω,A) اگر حال
اندازه�پذیري -B1 -A ،(31.1) به توجه با هستند؛ خاصی عددي توابع ،f : Ω → R حقیقی توابع خصوص به شد. خواهند نامیده Ω روي اندازه�پذیر

است. پذیري اندازه -B1 -A همان دقیقا تابع این
نامیده A مشخصه�ي) تابع گاهی (همچنین شاخص تابع تابع باشد. Ω زیرمجموعه�ي یک A و اندازه�پذیر فضاي یک (Ω,A) کنیم فرض .1 مثال.

می�شود.
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