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اول فصل

اندازه نظریه�ی

طول، نام به عددی» ͳاندازه�های» سه�بعدی، فضای و صفحه، خط، ͳهندس ساده�ی زیرمجموعه�های به ،ͳمقدمات هندسه�ی در

مساحت خط، پاره Έی طول که است این است ͳبدیه شهودی طور به ابتدا در آنچه م�ͳشود. داده اختصاص حجم و مساحت

،ͳمقدمات هندسه�ی روش�های از استفاده با مرحله، این از عبور با شود. تعریف باید چطور م΋عب، Έی حجم و مستطیل Έی

برای را ͳمشخص ͳمحاسبات قواعد که ͳصورت در �کنیم مشخص م�ͳتوانیم را پیچیده�تری مجموعه�های حجم و مساحت، طول،

بپذیریم. عددی اندازه�های این با کار

آنها مولدهای و جبرها - σ بخش١

را ،Ω زیرمجموعه�های همه�ی مجموعه�ی ͳیعن آن، ͳتوان مجموعه�ی P(Ω) و باشد دلخواه مجموعه�ی Έی Ω کنیم فرض

اشتراک و
∪

i∈I Ai اجتماع ،P(Ω) به متعلق مجموعه�های از (Ai)i∈I خانواده�ی هر با همراه صورت این در دهد. نشان

است. خودش در A مجموعه�ی هر از ∁A م΋مل شامل P(Ω) علاوه به هستند. P(Ω) به متعلق نیز
∩

i∈I Ai

مجموعه�ی برای حداقل ،P(Ω) با مشابه ͳخواص که م�ͳپردازیم P(Ω) از A زیرسامانه�های مطالعه�ی به ادامه در

یا ͳمتناه که هستند ͳمجموعه�های شمارا، مجموعه�های مقدمه، در شده ذکر قراردادهای طبق دارند؛ I شمارای زیرنویس�های

نامتناه�ͳاند. شمارا�ی

دارای هرگاه م�ͳشود نامیده (Ω (در جبر -σ Έی ،Ω مجموعه�ی Έی زیرمجموعه�های از A سامانه�ی Έی تعریف. ١.١

باشد زیر ویژگ�ͳهای

Ω ∈ A, (١.١)

١



اندازه نظریه�ی اول. فصل ٢

A ∈ A ⇒ ∁A ∈ A, (٢.١)

(An)n∈N ⊆ A ⇒
∪
n∈N

An ∈ A. (٣.١)

است. جبر -σ Έی همواره P(Ω) مثال.١.

A زیرمجموعه�های ،ͳیعن) هستند هم�شمارا یا شمارا که آن زیرمجموعه�های همه�ی سامانه�ی ،Ω مجموعه�ی هر برای .٢

هر اگر م�ͳشود. ثابت زیر صورت به (٣.١) Ͷويژگ م�Ͷدهد. تش΋یل σ-جبر Έی باشد) شمارا ∁A یا A که طوری به Ω از

م΋مل گاه آن نباشد، شمارا که باشد داشته وجود An اگر است. طور همین نیز
∪

n∈N An اجتماع گاه آن باشد، شمارا An

است. شمارا ∁An زیرمجموعه�ی عنوان به نیز ∁
∪

n∈N An =
∩

n∈N ∁An مجموعه�ی و است، شمارا آن

آن�گاه باشد، Ω از زیرمجموعه�ا�ی Ω′ و Ω مانند مجموعه�ا�ی در جبر -σ Έی A اگر .٣

AΩ′ := {A ∩ Ω′ : A ∈ A} (۴.١)

زیرمجموعه�های همه�ی ساده، طور به AΩ′ نماد ،Ω′ ∈ A که ͳحالت در است. Ω′ در σ-جبر Έی ،Ω′ در A اثر به معروف

م�ͳدهد. نشان را A به متعلق Ω′

بنابر صورت این در باشد. نΎاشت Έی T : Ω → Ω′ و Ω′ در σ-جبر Έی A′ مجموعه، دو Ω′ و Ω کنیم فرض .۴

است جبر -σ Έی زیر مجموعه�های از متش΋ل سامانه�ی وارون، تصویر تحت مجموعه�ها، نظریه�ی� عمل�های آشنای ویژگ�ͳهای

T−۱(A) := {T−۱(A′) : A′ ∈ A}. (۵.١)

،ͳیعن است؛ (٣.١) و (١.١) برای «دوگان» ویژگ�ͳهای دارای A جبر -σ هر

∅ ∈ A, (۶.١)

(An)n∈N ⊆ A ⇒
∩
n∈N

An ∈ A (٧.١)

علاوه به م�ͳآیند. دست به
∩
An = ∁(

∪
∁An) و ∅ = ∁Ω برابری�های و (٣.١)-(١.١) از ویژگ�ͳها این که

A۱ ∪ ... ∪An = A۱ ∪ ... ∪An ∪ ∅ ∪ ∅ ∪ ...

A۱ ∩ ... ∩An = A۱ ∩ ... ∩An ∩ Ω ∩ Ω ∩ ...

مشاهدات این از همچنین هست. نیز خودش به متعلق مجموعه�های از ͳمتناه تعداد هر اشتراک و اجتماع شامل A بنابراین

داریم (٢.١) و

A,B ∈ A ⇒ A\B = A ∩ ∁B ∈ A. (٨.١)

است. برخوردار ͳخاص اهمیت از زیر قضیه�ی σ-جبرها، ساخت برای



٣ دین΋ین سامانه�های .٢

Ω در σ-جبر Έی ،Ω ی΋سان مجموعه�ی Έی در جبرها -σ از (Ai)i∈I خانواده�ی هر از
∩

i∈I Ai اشتراک قضیه. ٢.١

است.

از E دستΎاه هر برای نتیجه، در م�ͳباشد. (٣.١)-(١.١) ویژگ�ͳهای ساده�ی ͳبررس Έی تنها قضیه، این اثبات.

است زیر ویژگ�ͳهای با Ω در σ-جبر Έی σ(E) ،ͳیعن دارد؛ وجود E شامل σ(E) σ-جبر کوچ΋ترین Ω زیرمجموعه�های

،E ⊆ σ(E) (١)

.σ(E) ⊆ A داریم E ⊆ A شرط با Ω در A σ-جبر هر برای (٢)

P(Ω) مثال، برای باشد؛ E ⊆ A شرط با Ω در A σ-جبرهای همه�ی سامانه�ی Σ کنیم فرض واقعیت، این اثبات برای

ویژگ�ͳهای ی همه دارای ،٢.١ طبق که است A ∈ Σ عناصر همه�ی اشتراک σ(E) صورت این در است. Σ از عضو Έی

است. مطلوب

م�ͳشود. نامیده σ(E) مولد E و (Ω (در E وسیله�ی به شده تولید σ-جبر ،σ(E)

دین΋ین سامانه�های بخش٢

دین΋ین به که زیر، مفهوم است. دشوار مجموعه�ها، از شده داده سامانه�ی Έی بودن σ-جبر مستقیم تشخیص اوقات بیشتر

م�ͳکند. Έکم دشواری�ها این از ͳبرخ از عبور به برم�ͳگردد، [١٩٢٨] ͳ΋سرپینس به آن از پیش البته و [١٩۶١]

دارای هرگاه م�ͳشود نامیده (Ω (در دین΋ین سامانه�ی Ω مجموعه�ی زیرمجموعه�های از D سامانه�ی Έی تعریف. ١.٢

باشد زیر ویژگ�ͳهای

Ω ∈ D, (١.٢)

D ∈ D ⇒ ∁D ∈ D, (٢.٢)

n ∈ N برای مجزا دو به دو Dn ∈ D ⇒
∪
n∈N

Dn ∈ D. (٣.٢)

اجتماع شامل D که م�ͳکند تضمین (٣.٢) آنجا از و است، ∅ = ∁Ω ͳته مجموعه�ی شامل D دین΋ین سامانه�ی هر بنابراین

است. خود مجموعه�های از ͳمتناه مجزای دو به دو گردایه�ی هر

است. دین΋ین سامانه�ی Έی بوضوح σ-جبر هر .١ مثال.


