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١ فصل

های داده برای ابر�کارایͬ مدل ͷی معرفͬ
نامنفͬ

مقدمه ١.١

چن توسط مدل دو این تلفیق و ٢٠٠٩ سال در کوک[؟] مدل و ٢٠١١ سال در [؟] لͬ مدل سوم فصل در

کردیم. بیان را متغیر مقیاس به بازده تحت ابر-کارایͬ نشدنͬ های حالت برای ٢٠١١ سال در [؟] ͹لیان و

بررسͬ را مدلها آن نشدنͬ های حالت و پردازیم مͬ قبل فصل شده ارائه های مدل بررسͬ به فصل این در

بیان مدل برای کاربردی مثال ͷی آخر در و دهیم مͬ ارائه را است شدنͬ همیشه که جدید مدلͬ و کنیم مͬ

کنیم. مͬ

صفر ورودی برای ͹ولیان چن و لͬ یافته گسترش مدل نشدنͬ حالت ٢.١

داریم. زیر صورت به ،DMU تا n از ای مجموعه فرض

{DMUj : j = ١, ..., n}

و xik صورت به DMUkام ورودی iام و شود مͬ معرفͬ DMUkام ورودی و خروجͬ بردار (xk, yk) که

شود. مͬ نوشته yrk صورت به DMUkام خروجͬ rام

بیان زیر صورت به کارا DMUk برای ورودی - ماهیت تحت VRS متغیر مقیاس به بازده ابرکارایͬ مدل

٢



٣ صفر ورودی برای ͹ولیان چن و لͬ یافته گسترش مدل نشدنͬ حالت .٢.١

شود: مͬ

min θ

s.t

n∑
j=١
j ̸=k

λjxij ⩽ θxik i = ١, ...,m

n∑
j=١
j ̸=k

λjyrj ⩾ yrk r = ١, ..., s

n∑
j=١
j ̸=k

λj = ١

λj ⩾ ٠, j ̸= k

(١.١)

کنید. توجه زیر عددی مثال به شروع برای

و ورودی دو دارای و ارائه (١.١) جدول در آنها اطلاعات که داریم DMU تا ۴ کنید فرض .١.٢.١ مثال

در متغیر مقیاس به بازده ابر-کارایͬ مدل تحت را آن خواهیم مͬ بͽیرید نظر در را باشد مͬ خروجͬ ͷی

کنیم. بررسͬ -ورودی ماهیت

جدول(۴.١) به مربوط شͺل :١.١ شͺل

امͺان مجموعه از را Dام ،DMU و دارند یͺسانͬ خروجͬ DMUها همه کنید مͬ ملاحظه که همانطور

کنید مͬ مشاهده را بالا شͺل در را شده تشͺیل DMUها بقیه از که را جدید مرز و ایم کرده حذف تولید

مͬ مشاهده زیر دستͽاه در که همانطور زیرا است نشدنͬ (١.١) مدل تحت Dام ،DMU دهد مͬ نشان که

باشد. مͬ تناقض در سوم و چهارم قید با دوم قید گردد

min θ
s.t ٢λ١ + λ٢ + λ٣ ⩽ ٣θ

λ١ + ٢λ٢ + ۴λ٣ ⩽ ٠θ
λ١ + λ٢ + λ٣ ⩾ ١
λ١ + λ٢ + λ٣ = ١
λ١, λ٢, λ٣ ⩾ ٠

آید. مͬ بدست زیر بهین جواب فوق مساله حل از

λ١ = λ٢ = λ٣ = ٠

ماهیت در متغیر مقیاس به بازده ابر-کارایͬ مدل تحت DMU تا ۴ ارزیابͬ نتیجه زیر های داده جدول در

گردد. مͬ مشاهده ورودی -



۴ نامنفͬ های داده برای ابر-کارایͬ مدل ͷی معرفͬ .١

خروجͬ و ورودی های داده :١.١ جدول

DMU I٢ I١ O١ ابر-کارایͬ مقدار
A ٢ ١ ١ ١
B ١ ٢ ١ ١٫ ۴
C ١ ۴ ١ ١
D ٣ ٠ ١ نشدنͬ

CRS ابر-کارایͬ مدل با (١.١) دارند،مدل یͺسانͬ خروجͬ (١.١) شͺل در DMUها همه اینͺه دلیل به

است. نشدنͬ CRS و VRS ابر-کارایͬ مدل دو هر تحت Dام DMU بنابراین است مساوی

که همانطور بود، شده تبدیل فاز ͷی به ͹لیان و چن توسط که را لͬ یافته گسترش ابر-کارایͬ مدل حال

کنیم. مͬ بررسͬ را کردیم اشاره ٣ فصل در

min τ +M ∗
s∑

r=١
βr

s.t

n∑
j=١
j ̸=k

λjxij ⩽ (١ + τ)xik i = ١, ...,m

n∑
j=١
j ̸=k

λjyrj ⩾ (١ − βr)yrk r = ١, ..., s

n∑
j=١
j ̸=k

λj = ١

λj ⩾ ٠, j ̸= k, βr ⩾ ٠,

(٢.١)

(٢.١) مدل ابر-کارایͬ داد.مقدار قرار ١٠۵ Mرا ١ کوک و شود مͬ تعریف بزرگ مثبت Mعدد که جاهایͬ

است: شده تعریف زیر صورت به

١ + τ∗ +
١
|R|

∑
r∈R

١
١ − β∗

r

است: شده تعریف زیر صورت به لͬ توسط R که جاهایͬ

R = {r|β∗
r > ٠}

(٢.١) مدل در β∗
r > ٠ از بعضͬ اگر فقط و اگر است نشدنͬ (١.١) مدل که دادند نشان ͹لیان و چن و لͬ

رسید. اثبات به ١.١.٣ قضیه طبق سوم فصل در که باشند.
١cook



۵ صفر ورودی برای ͹ولیان چن و لͬ یافته گسترش مدل نشدنͬ حالت .٢.١

و ورودی دو دارای و ارائه (٢.١) جدول در آنها اطلاعات که داریم DMU تا ۵ کنید فرض .٢.٢.١ مثال

کنیم. بررسͬ (١.١) و (٢.١) مدل تحت را آن خواهیم مͬ که بͽیرید نظر در را باشد مͬ خروجͬ ͷی

ورودی - ماهیت در متغیر مقیاس به بازده تحت ابر-کارایͬ مدل گیرنده تصمیم واحد سومین ارزیابͬ

بود. خواهد چنین

min θ
s.t ٢λ١ + λ٢ + ٢λ۴ + ٣λ۵ ⩽ ١θ

λ١ + ٢λ٢ + ٣λ۴ + ٠λ۵ ⩽ ۴θ
λ١ + λ٢ + λ٣ + λ۵ ⩾ ٢
λ١ + λ٢ + λ٣ + λ۵ = ١
λ١, λ٢, λ٣ ⩾ ٠

هرچقدر را θ است. نشدنͬ مساله و هستند تناقض در سوم و چهارم قید که گردد مͬ مشاهده فوق مساله در

رسد. نمͬ است گرفته شͺل DMUها باقͬ از که مرزی به ارزیابͬ تحت DMU دهیم افزایش یا کاهش

آید. مͬ بدست زیر جدول ارزیابͬ، مورد DMU تا ۵ هر برای (١.١) مدل حل از

مدل(١.١) تحت ها داده مجموعه نتیجه :٢.١ جدول

DMU I٢ I١ O١ ابر-کارایͬ مقدار
١ ٢ ١ ١ ١
٢ ١ ٢ ١ ١.۴
٣ ١ ۴ ٢ نشدنͬ
۴ ٢ ٣ ١ ٠.۶
۵ ٣ ٠ ١ نشدنͬ

قبل مثال در که همانطور و دارد مازاد خروجͬ اینͺه بدلیل DMU٣ (١.١) مدل تحت دهد مͬ نشان که

است. نشدنͬ دارد صفر ورودی اینͺه بدلیل DMU۴ کردیم بررسͬ

کنیم. مͬ بررسͬ (٢.١) مدل برای را (٢.١) جدول های داده مجموعه حال

مدل فازی ͷت شیوه یا و لͬ یافته گسترش ابر-کارایͬ مدل گیرنده تصمیم واحد پنجمین ارزیابͬ برای

بود. خواهد چنین ͹لیان و چن



۶ نامنفͬ های داده برای ابر-کارایͬ مدل ͷی معرفͬ .١

min τ +M ∗
s∑

r=١
βr

s.t ٢λ١ + λ٢ + λ٣ + ۴λ۴ ⩽ ١)٣ + τ)
λ١ + ٢λ٢ + ۴λ٣ + ٣λ۴ ⩽ ١)٠ + τ)
λ١ + λ٢ + ٢λ٣ + λ۴ ⩾ (١ − β١)
λ١ + λ٢ + λ٣ + λ۴ = ١
λ١, λ٢, λ٣ ⩾ ٠

آید. مͬ بدست زیر بهین جواب فوق مساله حل از

λ١ = λ٢ = λ٣ = λ۴ = ٠

فقط ͹ولیان چن و لͬ مدل که دهد مͬ نشان و است تناقض در چهارم و سوم قید با فوق بهین جواب که

است. صحیح مثبت های داده برای



٧ ولـــــــــͬ زو مدل .٣.١

آید. مͬ بدست زیر جدول ارزیابͬ، مورد DMU تا ۵ هر برای (٢.١) مدل حل از

مدل(٢.١) تحت ها داده مجموعه نتیجه :٣.١ جدول

DMU ١ + τ∗ مازاد خروجͬ شاخص کارایͬ ابـــــرـ مقدار β∗
١ β∗

١y١k
١ ١ ٠ ١ ٠
٢ ١.۴ ٠ ١.۴ ٠
٣ ١ ٢ ٣ ٠.۵ ١
۴ ٠.۶ ٠ ٠.۶ ٠
۵ نشدنͬ - - -

ولـــــــــͬ زو مدل ٣.١

داده که وقتͬ تنها مدل(٢.١) که است آن دهنده نشان این و است نشدنͬ Dام ،DMU (٢.١) مدل تحت

است. نشدنͬ مدل این صفر های داده برای و است درست هستند مثبت ها

کنید موضوع،فرض این بیان برای

xmax
i =

n
max
k=١

{xki }

کنیم: مͬ بررسͬ را است شده ارائه ٢ زو و لͬ توسط و است (٢.١) مدل شده اصلاح که را زیر مدل

min τ +M ∗

(
s∑

r=١
βr +

m∑
i=١

ti

)

s.t
n∑

j=١
j ̸=k

λjxij − tix
max
i ⩽ (١ + τ)xik i = ١, ...,m

n∑
j=١
j ̸=k

λjyrj ⩾ (١ − βr)yrk r = ١, ..., s

n∑
j=١
j ̸=k

λj = ١

λj ⩾ ٠, j ̸= k, βr, ti ⩾ ٠

(٣.١)

وقتͬ نشدنͬ، است.حالت ورودیها محدویت در tixmax
i شده اضافه جمله (٣.١) و (٢.١) مدل بین فرق تنها

مثل افتد مͬ اتفاق باشد. داشته (٢.١) مدل ورودی محدویت ͷی در صفر ورودی ارزیابͬ مورد DMU

٢Hsuan-shih Lee ,Joe Zhu



٨ نامنفͬ های داده برای ابر-کارایͬ مدل ͷی معرفͬ .١

صفر داده وقتͬ (٢.١) مدل ابر-کارایͬ نشدنͬ حالت کردن برطرف برای . (١.١) شͺل در Dام ،DMU

محدویتͬ هیچ که طوری به ایم کرده کم ورودی های محدویت چپ سمت از را xmax
i جمله دارد وجود

فاصله که است ١ (١.١) شͺل در DMUام برای شده کم نشود.مقدار نقض دارد وجود صفر ورودی وقتͬ

است. D بالای افقͬ چین خط از Dام ،DMU عمودی

کنیم: مͬ کم ورودیها قید از را tixmax
i مقدار دلیل دو به

تغییر ها خروجͬ یا و ورودیها واحد در اگر یعنͬ باشد مͬ پایدار واحد تغیر به نسبت مدل اینͺه اول .١

داشته را قدیم مساله بهینه جواب همان میͽردد، جدید مساله آمدن بوجود باعث که پذیرد صورت

(٣.١) مدل ورودی های محدویت کنیم مͬ ضرب b اسͺالر در را iام ورودیهای کنید فرض باشد.

شد. خواهد چنین

n∑
j=١
j ̸=k

λjbxij − tibx
max
i ⩽ b(١ + τ)xik i = ١, ...,m

b

 n∑
j=١
j ̸=k

λjxij − tix
max
i

 ⩽ b(١ + τ)xik i = ١, ...,m

مساله و شودند مͬ ͬͺی (٣.١) مدل های محدویت با جدید ورودی های محدویت شدن، ساده از بعد

است. پایدار واحد تغییر به نسبت (٣.١) مدل بهینه جواب نتیجه در ماند مͬ باقͬ تغییر بدون

شود. نمͬ صفر tix
max
i وقت هیچ است صفر xik وقتͬ tixmax

i جمله که است آن دوم دلیل .٢

(١.١) شͺل در مثال عنوان به

t∗٢x
max
٢ = ١, t∗٢ = ٠٫ ٢۵, xmax

٢ = ۴

رساند. مͬ جدید مرز به را دوم ورودیهای ماکزیمم از نسبتͬ t∗که٢

وجود ها خروجͬ در صفر داده وقتͬ حتͬ هستند برقرار همیشه خروجͬ های محدویت که کنید توجه

در ابر-کارایͬ مدلهای دلیل همین اند.به مانده باقͬ تغیر بدون خروجͬ های محدویت باشد.بنابراین داشته

در [؟] کوک و ٢٠١١ سال در [؟] ͹ولیان چن و ٢٠١١ سال در [؟] لͬ یافته گسترش خروجͬ - ماهیت

باشند. داشته صفر خروجͬ اگر حتͬ هستند شدنͬ همیشه سال٢٠٠٩



٩ ولـــــــــͬ زو مدل .٣.١

ولͬ زو مدل ابر�کارایͬ مقدار ١.٣.١

هم کند استفاده تا نیاز چیزی ͷی که داد نشان ٢٠٠۵ سال در [؟] چن٣ شد اشاره سوم فصل در که همانطور

وقتͬ تشخیصدهد را ابر-کارایͬ کامل طور به تا ابر-کارایͬ مدلهای خروجͬ ماهیت- هم و ورودی ماهیت-

شده/خروجͬ ذخیره ورودی عنوان به تواند مͬ ابر-کارایͬ که داد نشان همچنین افتد.چن مͬ اتفاق نشدنͬ

بشود. تلقͬ آمده، بدست کارا DMU ͷی بوسیله که مازاد

کنید: فرض

R = {r|β∗
r > ٠} I = {i|t∗i > ٠}

داریم: کوک و لͬ یافته گسترش مدل پایه بر

شده ذخیره وردی شاخص

î =


∑

i∈I

(
١+t∗i

١

)
|I| اگر I ̸= ϕ

٠ اگر I = ϕ

(۴.١)

مازاد خروجͬ شاخص

o =


∑

r∈R

(
١

١−β∗r

)
|R| اگر R ̸= ϕ

٠ اگر R = ϕ
(۵.١)

شود. تعریف زیر صورت به تواند مͬ ابر-کارایͬ مقدار پس

θ̆ = ١ + τ∗ + o+ î

است: قسمت سه شامل θ̆ کارایͬ اندازه

١ + τ∗ شعاعͬ: کارایͬ

{i|t∗i > ٠} مجموعه وقتͬ میشود تعریف
∑

i∈I

(
١+t∗i

١

)
|I| توسط که ǐ شده: ذخیره های ورودی شاخص

نباشد. تهͬ

تهͬ {r|β∗
r > ٠} مجموعه وقتͬ میشود تعریف

∑
r∈R

(
١

١−β∗r

)
|R| توسط که o مازاد: خروجͬ شاخص

نباشد.

که طوری ∑به
i∈I

(
١+t∗i

١

)
|I|

=

∑
i∈I

(
xmax
i +t∗i x

max
i

xmax
i

)
|I|

> ١

٣Chen



١٠ نامنفͬ های داده برای ابر-کارایͬ مدل ͷی معرفͬ .١

دارد. قرار کارا مرز افقͬ چین خط زیر که کند مͬ منعͺس را K گیرنده تصمیم واحد فاصله

از یافته تشͺیل جدید کارایͬ مرز افقͬ چین خط زیر مرجع مجموعه از حذف، از بعد DMU ͷی وقتͬ

در اش شعاعͬ کارایͬ که طوری (١.١)،به شͺل در D گیرنده تصمیم واحد شبیه افتد مͬ مانده DMUباقͬ

ابر-کارایͬ شود مͬ منجر این که است ͷی -ورودی ماهیت در متغیر مقیاس تحت ابر-کارایͬ اصلͬ مدل

وقتͬ کنید توجه شود. مͬ حفظ شده ذخیره ورودی شاخص توسط اندازه این و باشد ͷی از ناکمتر باید اش

است. ͷی از بزرگتر شده ذخیره ورودی شاخص باشد داشته وجود شده ذخیره ورودی

∑
r∈R

(
١

١−β∗
r

)
|R|

=

∑
r∈R

(
yrk

yrk−β∗
r yrk

)
|R|

> ١

دارد. قرار کارا مرز چین خط بالای که کند مͬ منعͺس را k ،DMU فاصله

جدید کارایͬ مرز افقͬ چین خط شمالͬ ناحیه در مرجع مجموعه از حذف، از بعد DMU ͷی وقتͬ

به بتزده تحت ابر-کارایͬ مدل در اش شعاعͬ کارایͬ که طوری افتدبه مͬ مانده DMUباقͬ از یافته تشͺیل

باشد،که ͷی از بزرگتر اش ابر-کارایͬ که شود مͬ منجر این که است ͷی ورودی ماهیت- در متغیر مقیاس

است. ͷی از بزرگتر همواره زیرا شود مͬ مازادحفظ خروجͬ شاخص توسط اندازه این

کنیم. مͬ بررسͬ ولͬ زو مدل تحت دوباره (١.٢.١) مثال در D گیرنده تصمیم واحد مثال برای

داریم: لͬ و زو مدل تحت D گیرنده تصمیم واحد ارزیابͬ از بعد که

min τ +M ∗

(
s∑

r=١
βr +

m∑
i=١

ti

)

i = ١ =⇒ s.t ٢λ١ + λ٢ + λ٣ + ۴λ۴ − ٣t١ ⩽ ١)٣ + τ)
i = ٢ =⇒ λ١ + ٢λ٢ + ۴λ٣ + ٣λ۴ − ۴t٢ ⩽ ١)٠ + τ)

λ١ + λ٢ + ٢λ٣ + λ۴ ⩾ (١ − β١)
λ١ + λ٢ + λ٣ + λ۴ = ١
λ١, λ٢, λ٣ ⩾ ٠,
β١, t١, t٢ ⩾ ٠

آید. مͬ بدست بهین جواب فوق مساله حل از که

t∗١ = ٠, t∗٢ = ٠٫ ٢۵, t∗٢x
max
٢ = ١, β∗

١ = ٠

برای ابر-کارایͬ مقدار و Dام ،DMU مازاد خروجͬ و شده ذخیره ورودی شاخص و اش شعاعͬ کارایͬ که

: از است عبارت ترتیب به D گیرنده تصمیم واحد

١ + τ∗ = ٠٫ ۶۶۶۶۶٧, ǐ = ١٫ ٢۵. o = ٠ =⇒ θ̆ = ١٫ ٩١۶۶۶٧



١١ ولـــــــــͬ زو مدل .٣.١

باشد ͷی از بزرگتر باید اش ابر-کارایͬ پس است کارا BCC اصلͬ مدل در D گیرنده تصمیم واحد چون که

شود. مͬ حفظ شده ذخیره ورودی شاخص توسط این که

،DMU به Dام ،DMU رسیدن برای کند. مͬ تصویر Aام ،DMU به را Dام ،DMU (٣.١) مدل

بالا به (t∗١x١, t
∗
٢x

max
٢ ) = (٠, ١) اندازه به بعد و شوند ضرب ٠٫ در۶۶۶۶۶٧ هایش ورودی ابتدا باید Aام

کند. حرکت

است.که D گیرنده تصمیم واحد (xmax
٢ = ۴) دوم ورودی ماکزیمم از درصدی t٢ = ٠٫ ٢۵ که حالͬ در

واقع در دهد. مͬ نشان را تصویر نقطه ورودی سطح به را ورودی سطح بیشترین فاصله زیرنسبت شͺل طبق

: دنبال به ما

min (t١, ...tm)
s.t ((١ + (t١, ...tm))xk, yk) ∈ Tv

(۶.١)

نشان در پس داره وجود یtͷای ورودی هر برای و شوند نمͬ کم نسبت ͷی به ورودیها همه جون و هستیم.

گیریم. مͬ این میانͽین شاخص دادن

DMU سومین ارزیابͬ در کنیم مͬ ارزیابͬ مثال(٢.٢.١) DMUهای برای را جدید مدل .١.٣.١ مثال

داریم:

min τ +M ∗

(
s∑

r=١
βr +

m∑
i=١

ti

)

i = ١ =⇒ s.t ٢λ١ + λ٢ + ٢λ۴ + ٣λ۵ − ٣t١ ⩽ ١)١ + τ)
i = ٢ =⇒ λ١ + ٢λ٢ + ٣λ۴ + ٠λ۵ − ۴t٢ ⩽ ۴(١ + τ)

λ١ + λ٢ + λ۴ + λ۵ ⩾ ١)٢ − β١)
λ١ + λ٢ + λ۴ + λ۵ = ١
λ١, λ٢, λ٣ ⩾ ٠,
β١, t١, t٢ ⩾ ٠

آید. مͬ بدست زیر بهین جواب فوق مساله حل از که

t∗١ = ٠, t∗٢ = ٠, β∗
١ = ٠٫ ۵, β∗

١y١٣ = ١

: از است عبارت گیرنده تصمیم واحد سومین برای ابر-کارایͬ مقدار که

١ + τ∗ = ١, ǐ = ٠. o = ٢ =⇒ θ̆ = ٣

تصمیم واحد سومین که است این دهنده ن نشا گیرنده تصمیم واحد سومین در مازاد شاخصخروجͬ وجود

است. β∗ > ٠ زیرا است نشدنͬ -ورودی ماهیت در ابر-کارایͬ مدل در گیرنده
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دهد. مͬ نشان (٣.١) مدل برای را ها داده نتیجه زیر جدول

مدل(٣.١) تحت ها داده مجموعه نتیجه :۴.١ جدول

DMU ١ + τ∗ ǐ o ابر-کارایͬ مقدار t∗١ t∗٢ β∗
١ t٢x

max
٢ β∗

١yrk
١ ١ ٠ ٠ ١ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٢ ١.۴ ٠ ٠ ١.۴ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
٣ ١ ٠ ٢ ٣ ٠ ٠ ٠.۵ ٠ ١
۴ ٠.۶ ٠ ٠ ٠.۶ ٠ ٠ ٠ ٠ ٠
۵ ٠.۶۶۶۶۶٧ ١.٢۵ ٠ ١.٩١۶۶۶ ٠ ٠.٢۵ ٠ ١ ٠

ابر- مدل تحت اول جدول در که رسیم مͬ نتیجه این به (۴.١) و و(٣.١) (٢.١) های جدول مقایسه در

در هستند نشدنͬ گیرنده تصمیم واحد پنجمین و سومین -ورودی، ماهیت در متغیر مقیاس به یازده کارایͬ

واحد سومین ورودی - ماهیت در ͹ولیان چن فازی ͷی شیوه یا و لͬ یافته گسترش مدل تحت دوم جدول

در قبلͬ مدلهای شده اصلاح که ولͬ زو ابر-کارایͬ مدل تحت آخر جدول در و است نشدنͬ گیرنده تصمیم

هستند. شدنͬ مدل این تحت ها داده همه است ورودی - ماهیت

ها داده وقتͬ دو هر جدول های نتیجه همچین و ابر-کارایͬ مقدار که دهند مͬ نشان وسوم دوم جدول

است. رسیده اثبات به زیر قضیه صورت به نتیجه این که هستند شدنͬ باشند مثبت

یͺسانͬ های نتیجه و شوند مͬ معادل (٣.١) مدل و (٢.١) مدل باشند مثبت ها داده اگر .٢.٣.١ قضیه

آورند. مͬ بدست

برهان.

ولͬ زو مدل خروجͬ � ماهیت ٢.٣.١

این خروجͬ - ماهیت به بخش این در شد بحث زو و لͬ های مدل ورودی - ماهیت حالت در قبلͬ بخش

نشدنͬ هم خروجͬ - ماهیت در D گیرنده تصمیم واحد (١.١) شͺل در حقیقت در پردازیم مͬ ها مدل

طبق خروجͬ - ماهیت در را جدیدی مدل و کرده اصلاح را ͹لیان و چن و لͬ مدل قبلͬ روش شبیه است

دهیم. مͬ ارائه زیر مدل
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min γ +M ×
n∑

i=١
ti

s.t
n∑

j=١
j ̸=k

λjxij − tix
max
i ⩽ xik i = ١, ...,m

n∑
j=١
j ̸=k

λjyrj ⩾ (١ − γ)yrk r = ١, ..., s

n∑
j=١
j ̸=k

λj = ١

λj ⩾ ٠, j ̸= k, ti ⩾ ٠

(٧.١)

با: است برابر I مجموعه که طوری به

I = {i|t∗i > ٠}

. شود مͬ تعریف زیر صورت به شده ذخیره ورودی شاخص مدل این در

شده ذخیره وردی شاخص

î =


∑

i∈I

(
١+t∗i

١

)
|I| اگر I ̸= ϕ

٠ اگر I = ϕ

(٨.١)

شود. مͬ معرفͬ زیر صورت به β̆ خروجͬ - ماهیت در ابر-کارایͬ مقدار
١
β̆

=
١

١ − γ∗
+ î

برای ثابت مقیاس به بازده حالت در جدول( .٣.٣.١ مثال

٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨٨ ٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٬٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧٧

٪٪٪٪٪٪٪٪٪٪ ٪٪٪٪٪٪٪٪٪٪٪٪ ××××××××××× ×كظظظظظظظظظظظظظظ

هد. مͬ نشان را DMU تا ۵ ارزیابͬ نتیجه زیر جدول

(٧.١) مدل تحت ها داده نتیجه :۵.١ جدول

DMU ͹ولیان چن توسط شده تعریف کارایͬ ابر- مقدار β̆

١ ١ ١
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DMU ͹ولیان چن توسط شده تعریف کارایͬ ابر- مقدار β̆

٢ ٠٫ ۴١٣٧٩٣ ٠٫ ۵٠٧٠۴٢
٣ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵
۴ ١٫ ٧۵ ١٫ ٧۵
۵ نشدنͬ ٠٫ ۴۴۴۴۴۴

نویز ایلͬ حفاری معادن برای کاربردی مثال ۴.١

مͬ کار به واقعͬ های داده مجموعه روی را شده ارائه آن از قبل که هایͬ مدل و جدید مدل بخش این در

این که کنیم مͬ ارزیابͬ را بیرنس های داده مجموعه واقع در کنیم، مͬ مقایسه باهم را ها مدل این و بریم

سال در کارایͬ مورد در آمریͺا متحده ایالت در نویز ایلͬ استان حفاری معادن ١۵ روی بر داده، مجموعه

طوری به است شده داده نشان (۶.١) جدول در ها داده مجموعه است.این گرفته قرار مطالعه مورد ١٩٨۴

از ͬͺی است. ورودی هشت و شده تولید ͹سن زغال تن ١٠٠٠ شامل که خروجͬ ͷی فقط دارای که

متغیر سه شامل ورودی متغیرهای شود،دیͽر مͬ روزکار معدنچͬ هزار شامل که هستند کارگرها ورودیها

که: طوری به باشد مͬ (T١, D١, T٢, D٢) شناسͬ زمین ورودی متغیر چهار و (K١,K٢,K٣) اندازه

K١ = مͺعب متر حسب بر دار کابل سطل ظرفیت

K٢ = مͺعب متر حسب بر ͬͺانیͺم بیل ملاقه ظرفیت

K٣ = ساعت در مͺعب متر حسب بر حفاری دستͽاه بوسیله زمین حفاری عمق ظرفیت

T١ فوت= حسب بر بالا از معدن نازک رگه اولین ضخامت

D١ فوت= حسب بر معدن نازک رگه اولین عمق

T٢ فوت= حسب بر پایین از معدن نازک رگه دومین ضخامت

D٢ فوت= حسب بر معدن نازک رگه دومین عمق

نویز ایلͬ حفاری معادن ١۵ های داده مجموعه :۶.١ جدول

DMU ها کارگر K١ K٢ K٣ T١ ١/D١ T٢ ١/D٢ خروجͬ
١ ٩٨٫ ۵ ١۴٢ ٢۴۵ ٠ ۶ ٠٫ ٠١۶ ۴٫ ٣ ٠٫ ٠١٢ ٣٢۶۴
٢ ٩۶٫ ۵ ٣٠ ٢١۵ ٠ ۶ ٠٫ ٠١۶ ٠ ٠ ٣٠۶۵
٣ ۵٧٫ ۶ ١٨ ١٠۵ ٠ ۵٫ ۶ ٠٫ ٠٢۶ ۴٫ ٢ ٠٫ ٠١۶ ٢٢٧۵
۴ ۵٩٫ ٢ ١۶٠ ٠ ٠ ۵٫ ٩ ٠٫ ٠٢۵ ٣٫ ٧ ٠٫ ٠١١ ١٩٧٨
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DMU ها کارگر K١ K٢ K٣ T١ ١/D١ T٢ ١/D٢ خروجͬ
۵ ۵٧٫ ۶ ٢٠٠ ٠ ٠ ٨ ٠٫ ٠٢٢ ٣٫ ۵ ٠٫ ٠١١ ١٨٣٣
۶ ۴٩٫ ٩ ٢٧ ٨۵ ٠ ۴٫ ۵ ٠٫ ٠١٩ ٠ ٠ ١٢١٨
٧ ۵٣٫ ۵ ١۴٣ ۶۵ ٠ ۶ ٠٫ ٠١ ٠ ٠ ٩٢٨
٨ ٣۴ ٧٠ ۶۵ ١٢ ۶ ٠٫ ٠٢ ۵ ٠٫ ٠١ ٩١٩
٩ ٣٩٫ ۶ ۶٧٫ ۵ ۴٠ ٠ ۶٫ ۵ ٠٫ ٠١٣ ٠ ٠ ٧٧٧
١٠ ۵١٫ ٣ ٠ ١۴۵ ٠ ٣٫ ٢ ٠٫ ٠١٩ ٠ ٠ ٧۴۵
١١ ٧۴٫ ٢ ١١٠ ۶۵ ٠ ٢٫ ١ ٠٫ ٠١۴ ٠ ٠ ٧۴٢
١٢ ٢۴ ٢۵ ۶۵ ٠ ۴٫ ۴ ٠٫ ٠١٢ ٠ ٠ ۴٨٨
١٣ ٢۶٫ ۵ ۵٨ ٠ ٠ ٣ ٠٫ ٠١۴ ٠ ٠ ۴٠٧
١۴ ۴٣٫ ١ ٧٠ ٠ ٠ ۶٫ ۵ ٠٫ ٠١٢ ٠ ٠ ۴٠٢
١۵ ٢٠٫ ٧ ٢٣۶ ٠ ٠ ۵٫ ٧ ٠٫ ٠١ ٠ ٠ ٣٩۶

بازده فرض تحت DMU هشتمین تنها دارد. وجود صفر ورودی چندین خاص های داده مجموعه این در

است. ناکارا متغیر مقیاس به

تحت ابر-کارایͬ اصلͬ مدل در را نویز ایلͬ معادن های داده مجموعه ارزیابͬ نتیجه (۶.۴) جدول

در که همانطور دهد مͬ نشان جدید مدل و ͹لیان و چن و لͬ یافته گسترش مدل و متغیر مقیاس به بازده

DMUهای ورودی - ماهیت در ابر-کارایͬ اصلͬ مدل تحت ها DMU ارزیابͬ در کنید مͬ مشاهده جدول

بالای DMUها این عبارتͬ به دارد وجود واحد این در مازاد خروجͬ اینͺه بدلیل هستند نشدنͬ ١٣ ١،٢،۴و

مجموعه دهیم کاهش یا افزایش را ورودیها این قدر چه هر و اند گرفته قرار جدید تولید امͺان مجموعه

کرد. نخواهند قطع را تولید امͺان

مازاد خروجͬ DMU١ مثال برای

β∗
١y١١ = ٠٫ ٠۶٠٩۶٨ × ٣٢۶۴ = ١٩٩

مازاد خروجͬ DMU١٣ . است نشدنͬ ورودی - ماهیت در ابر-کارایͬ اصلͬ مدل تحت بنابراین دارد

β∗
١y١١ = ٠٫ ٠١٢٢٨۵ × ۴٠٧ = ۵

مازاد خروجͬ (٣.١) مدل در هست، نشدنͬ ورودی - ماهیت در ابر-کارایͬ اصلͬ مدل تحت بنابرین دارد

DMU١٣ شده ذخیره ورودی و شود مͬ طرف بر

t∗٣x
max
٣ = ٠٫ ٠٠١۶۴٨ × ٢۴۵ = ٠٫ ۴٠٣٧۶

ورودی - ماهیت در ابر-کارایͬ اصلͬ مدل تحت هایش ورودی در صفر وجود DMU١٠بدلیل شود. مͬ

شده ذخیره ورودی نتیجه در و است نشدنͬ

t∗٢x
max
٢ = ٠٫ ١٠٨٠۴۵ × ٢٣۶ = ٢۵٫ ۴٩٨۶٢
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نویز ایلͬ حفاری معادن های داده مجموعه ارزیابͬ نتیجه :٧.١ جدول
DMU ماهــیـت-ورودی

ابر-کارایͬ اصلͬ مدل مدل(٢.١) (٣.١) مدل
ابر-کارایͬ مقدار جواب جزئیات ابر-کارایͬ مقدار جواب جزئیات

١ نشدنͬ ٢٫ ٠۶۴٩٢٧ β∗
١ = ٠٫ ٠۶٠٩۶٨ ٢٫ ٠۶۴٩٢٧ β∗

١ = ٠٫ ٠۶٠٩۶٨
٢ نشدنͬ ٣٫ ٧٠٣٩٢ β∗

١ = ٠٫ ٠۶٠٢۶١ ٣٫ ٧٠٣٩٢ β∗
١ = ٠٫ ٠۶٠٢۶١

٣ ١٫ ۵۴٧٣۴۶ ١٫ ۵۴٧٣۴۶ ١٫ ۵۴٧٣۴۶
۴ نشدنͬ ٢٫ ۴٣۵٠٣٧ β∗

١ = ٠٫ ٠٧٣٣٠۶ ٢٫ ۴٣۵٠٣٧ β∗
١ = ٠٫ ٠٧٣٣٠۶

۵ ١٫ ٠٧٣٨٧١ ١٫ ٠٧٣٨٧١ ١٫ ٠٧٣٨٧١
۶ ١٫ ١۵٩٨١٩ ١٫ ١۵٩٨١٩ ١٫ ١۵٩٨١٩
٧ ١٫ ١۴۶٨١ ١٫ ١۴۶٨١ ١٫ ١۴۶٨١
٨ ٠٫ ٠٩٣٧۴۶٧ ٠٫ ٠٩٣٧۴۶٧ ٠٫ ٠٩٣٧۴۶٧
٩ ١٫ ٠٠١۴٣٨ ١٫ ٠٠١۴٣٨ ١٫ ٠٠١۴٣٨
١٠ نشدنͬ نشدنͬ ٢٫ ۵٣٢٩٠٩ t∗٢ = ٠٫ ١٠٨٠۴۵
١١ ١٫ ۵۵۴٣١۵ ١٫ ۵۵۴٣١۵ ١٫ ۵۵۴٣١۵
١٢ ١٫ ۴٧٨٨٢٧ ١٫ ۴٧٨٨٢٧ ١٫ ۴٧٨٨٢٧
١٣ نشدنͬ ٣٫ ١٧٩١٠۴ β∗

١ = ٠٫ ٠١٢٢٨۵ ٣٫ ١۶٨٠٠١ t∗٣ = ٠٫ ٠٠١۶۴٨
١۴ ١٫ ١٢٧۴٨٣ ١١٫ ١٢٧۴٨٣ ١٫ ١٢٧۴٨٣
١۵ ١٫ ٣٧۶٠٨۵ ١٫ ٣٧۶٠٨۵ ١٫ ٣٧۶٠٨۵

٢۵٫ ۴٩٨۶٢ DMUها، باقͬ از شده تشͺیل جدید مرز روی DMU١٠ تصویر ورودی دومین یعنͬ شود مͬ

در ٢۵٫ ۴٩٨۶٢ اندازه به شده ذخیره ورودی DMU١٠ است. صفر DMU١٠ خود ورودی دومین و است

است. نشدنͬ ͹لیان و چن و لͬ مدل و ابر-کارایͬ اصلͬ مدل تحت دلیل همین به دارد اش ورودی دومین

ذخیره ورودی که وقتͬ حتͬ هستند شدنͬ DMUها همه که دهد مͬ نشان (٧.١) جدول ستون پنجمین

دارد. وجود DMU١٠ در مازاد خروجͬ یا DMU١ در شده

بخش در ٣ فصل در که لͬ مدل کارایͬ ابر مدل تحت ،DMU١٠ (٨.١) جدول خروجͬ - ماهیت در

مدل دارد. شده ذخیره ورودی K١ یعنͬ اش ورودی دومین در زیرا است نشدنͬ شد، اشاره آن به (٢.٣.١)

دهد. مͬ نشان زیر صورت به ورودی های قید توسط را شده ذخیره ورودی (٧.١)

t∗٢x
max
٢ = ٠٫ ٢٢۵٧٨٧ × ٢٣۶ = ۵٣٫ ٢٨۵٧٣

برابر است آمده بدست DMU١٠ حذف از که خروجͬ - ماهیت در ابر-کارایͬ مقدار (٧.١) مدل در بنابراین

شود. مͬ ٠٫ ٣٣٢٧٠٧ با



١٧ نویز ایلͬ حفاری معادن برای کاربردی مثال .۴.١

کاربردی مثال به مربوط جدول :٨.١ جدول
DMU ماهــیـت-خروجͬ

ابر-کارایͬ مقدار (٧.١) مدل
لͬ شده تعریف ابر-کارایͬ مقدار جواب جزئیات

١ ٠٫ ٩٣٩٠٣٢ ٠٫ ٩٣٩٠٣٢
٢ ٠٫ ٣٠٢١٩٩ ٠٫ ٣٠٢١٩٩
٣ ٠٫ ۴۶۶٠٨١ ٠٫ ۴۶۶٠٨١
۴ ٠٫ ۶٢٣٩٠٣ ٠٫ ۶٢٣٩٠٣
۵ ٠٫ ٩٠۶۴٩٢ ٠٫ ٩٠۶۴٩٢
۶ ٠٫ ٧٠۶٧۵٩ ٠٫ ٧٠۶٧۵٩
٧ ٠٫ ٣١۶۴٨٩ ٠٫ ٣١١١۴٧ t∗۶ = ٠٫ ٠٣٣٩٠۴
٨ ٠٫ ٠٩٣٧۴۶٧ ١٫ ١٣٠٠٧٧
٩ ٠٫ ٩٩۴٩٨٧ ٠٫ ٩٩۴٩٨٧
١٠ نشدنͬ ٠٫ ٣٣٢٧٠٧ t∗٢ = ٠٫ ٢٢۵٧٨٧
١١ ٠٫ ٣٠٧۵٣۵ ٠٫ ٣۴٠۶۴۶ t∗۵ = ٠٫ ١١٢۵
١٢ ٠٫ ۴٣٩٧۵ ٠٫ ۴٣٨۶۴٩ t∗١ = ٠٫ ٠٢۵٣٨١, t∗٢ = ٠٫ ١٣٩٨٣١, t∗۶ = ٠٫ ٠٧۶٩٢٣
١٣ ٠٫ ٣٧٣٢۶ ٠٫ ۴٩١۵٣٩ t∗٣ = ٠٫ ٢٣٠۶٨, t∗۵ = ٠٫ ١٧٩٧۵۵
١۴ ٠٫ ۴۶٨۶۶٧ ٠٫ ۴٨۶٣۶۵ t∗۶ = ٠٫ ٠۶۶۵۵١
١۵ ٠٫ ۴٣٢٣٢۶ ٠٫ ۴٨٠٩٢٢ t∗١ = ٠٫ ٠۵٨٨٨٣, t∗۶ = ٠٫ ١۵٣٨۴۶

ثابت مقیاس به بازده حالت در نویز ایلͬ حفاری معادن های داده مجموعه نتیجه :٩.١ جدول



١٨ نامنفͬ های داده برای ابر-کارایͬ مدل ͷی معرفͬ .١

DMU اصلͬ مدل ابر-کارایͬ مقدار مدل(٣.١) ابر-کارایͬ مقدار
١ ١٫ ٠۶۴٩٢٧ ١٫ ٠۶۴٩٢٧
٢ ٢٫ ٩۴١٨٣۵ ٢٫ ٩۴١٨٣۵
٣ ١٫ ۴٧٨٩۴٣ ١٫ ۴٧٨٩۴٣
۴ ١٫ ۴۶٣١٩۴ ١٫ ۴۶٣١٩۴
۵ ١٫ ٠۵٣٠۶١ ١٫ ٠۵٣٠۶١
۶ ٠٫ ٩٢۴١۴ ٠٫ ٩۶۴٩٠۵
٧ ٠٫ ٨٢٠۴۵٩ ٠٫ ٨٩٨٢۴١
٨ ٠٫ ۶٨۴٣۴٩ ٠٫ ۶٨۴٣۴٩
٩ ٠٫ ٨٨۵١١۵ ١٫ ٣۵۵۶٠٣
١٠ نشدنͬ ١٫ ۴٩٣۶٩١
١١ ٠٫ ٧۶٨۵۶۶ ٠٫ ٧٩١٣٧١
١٢ ٠٫ ۶۴٠١٨۵ ٠٫ ۶۴٠١٨۵
١٣ ٢٫ ١٢٠۵٠۴ ٢٫ ٢٢٠۴۴١
١۴ ١٫ ١١٧١٨٢ ١٫ ۶۴۴٩۵٨
١۵ ١٫ ٣۴٠٨۶٣ ٢٫ ٠۵٨١٩۶

کند مͬ ارزیابͬ ثابت مقیاس به بازده حالت در را نویز ایلͬ حفاری معادن های داده مجموعه (٩.١) جدول

قید حذف از که ورودی - ماهیت در زو و لͬ جدید مدل و ورودی - ماهیت در ابر-کارایͬ اصلͬ مدل و

برد. مͬ کار به ارزیابͬ برای را است آمده بدست
n∑

j=١
j ̸=k

λj = ١

به بازده حالت در ابر-کارایͬ اصلͬ مدل تحت DMU١٠ فقط کنید مͬ مشاهده جدول در که همانطور

بازده حالت در را (t∗ixmax
i ) شده ذخیره ورودی اینͺه بدلیل هم، زو و لͬ مدل در است. نشدنͬ ثابت مقیاس

است. شدنͬ مدل این تحت DMU١٠ است، کرده حساب ثابت مقیاس به
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