
۱ ف��ص��ل

م��ق��دم��ات

ب��ا را آن ن��ق��ش ک��ه ب��اش��د. C م��ی��دان روی ب��رداری ف��ض��ای ی��ک V ک��ن��ی��د ف��رض

. ⟨v + u,w⟩ = ⟨v, w⟩+ ⟨u,w⟩ .۱

. ⟨av, w⟩ = a⟨v, w⟩ .۲

. ⟨v, w⟩ = ⟨w, v⟩ .۳

. v = ۰ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر اس��ت ب��رق��رار ت��س��اوی و ⟨v, v⟩ ≥ ۰ .۴

ی��ف ت��ع��ر ب��ا Cn × Cn → C ت��اب��ع

⟨(z۱, z۲, ...zn), (t۱, t۲, ..., tn)⟩ =
n∑

i=۱
ziti

�ان��دارد �ت� اس� �ا ی� �ارف �ع� �ت� م� �ل��ی داخ� ض��رب �ی��م. �ام� م��ی�ن� �ر �ال� �ک� اس� �ا ی� �ارف �ع� �ت� م� �ل��ی داخ� ض��رب را ض��رب ای��ن اس��ت. Cn روی �ل��ی داخ� �اص��ل�ض��رب ح� ی��ک
م��ی�ک��ن��ی��م: ی��ف ت��ع��ر ی��ر ز ب��ص��ورت ن��ی��ز را Rn روی

⟨(x۱, x۲, ...xn), (y۱, y۲, ..., yn)⟩ =
n∑

i=۱
xiyi

�ه ب� Cn روی �ارف �ع� �ت� م� �رب ض� �د �دی� �ح� ت� �رب ض� �ن ای� �ه ک� �ت اس� �ن �م.روش� �ی� �ام� �ی�ن� م� �ی �دس� �ی� �ل� اق� �دی �ع� ب� n �ای �ض� ف� را �رب �ل�ض� �اص� ح� �ن ای� �ا ب� Rn �ای �ض� ف�
�Rnاس��ت.

ی��م دار a ∈ C و v, u, w ∈ V ه��ر ازای ب��ه ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. داخ��ل��ی ض��رب ف��ض��ای ی��ک V ک��ن��ی��د ف��رض ۱.۱ ق��ض��ی��ه

. ⟨v, u+ w⟩ = ⟨v, u⟩+ ⟨v, w⟩ .۱

. ⟨v, aw⟩ = a⟨v, w⟩ .۲

. ⟨v, v⟩ ∈ R .۳

. ⟨v,۰⟩ = ⟨۰, v⟩ = ۰ .۴

ن��م��ون��ه ب��رای دارن��د. س��اده�ای اث��ب��ات ق��س��م��ت�ه��ا ت��م��ام اث��ب��ات

⟨v, u+ w⟩ = ⟨u+ w, v⟩ = ⟨u, v⟩+ ⟨w, v⟩

= ⟨u, v⟩+ ⟨w, v⟩ = ⟨v, u⟩+ ⟨v, w⟩

۱
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ی��ا و

⟨v, aw⟩ = ⟨aw, v⟩ = a⟨w, v⟩ = a⟨w, v⟩ = a⟨v, w⟩

⟨v, v⟩ = ⟨v, v⟩ ⇒ ⟨v, v⟩ ∈ R ی��م دار ن��ی��ز وش��ن��ی ر ب��ه

و

⟨۰, v⟩ = ⟨v − v, v⟩ = ⟨v, v⟩+ ⟨−v, v⟩ = ⟨v, v⟩ − ⟨v, v⟩ = ۰

. ⟨v,۰⟩ = ۰ ک��ه اس��ت ب��دی��ه��ی و

�ورت �ص� ب� �م �ی� �ی�ده� م� �ش �ای� �م� ن� ||v|| �ا ب� �ه ک� را v �رم ن� v ∈ V �ر ه� ازای �ه ب� �د. �اش� ب� �ی �ل� داخ� �رب ض� �ای �ض� ف� �ک ی� V �د �ی� �ن� ک� �رض ف� ۱.۱ ی��ف ت��ع��ر
م��ی�ک��ن��ی��م. ی��ف ت��ع��ر ||v|| =

√
⟨v, v⟩

ص��ورت ای��ن در . v, u ∈ V و ب��اش��د داخ��ل��ی ض��رب ف��ض��ای ی��ک V ک��ن��ی��د ف��رض ۲.۱ ق��ض��ی��ه

. v = ۰ اگ��ر ف��ق��ط و اگ��ر ||v|| = ۰ .۱

. a ∈ C آن در ک��ه ||av|| = |a|||v|| .۲

�ی��م ب��اش� �ت��ه داش� a چ��ون �ف��ری ن��اص� �ر �ال� اس��ک� ازای ب��ه اگ��ر �ق��ط ف� و اگ��ر اس��ت ب��رق��رار ت��س��اوی و ک��وش��ی-ش��وارت��ز) �ام��س��اوی (ن� |⟨v, u⟩| ≤ ||v||||u|| .۳
. u = av

م��ث��ل��ث��ی) (ن��ام��س��اوی ||v + u|| ≤ ||v||+ ||u|| .۴

. V = W ⊕W⊥ ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. آن از م��ت��ن��اه��ی ب��ع��د ب��ا ی��رف��ض��ای��ی ز W و داخ��ل��ی ض��رب ف��ض��ای ی��ک V ک��ن��ی��د ف��رض ۳.۱ ق��ض��ی��ه

W ب��ه �ل��ق �ع� �ت� م� w =
∑n

i=۱⟨v, ui⟩ui �اه �گ� آن� v ∈ V �ر اگ� �د. �اش� ب� W ب��رای �ه �ک� ی� �د �ام� �ع� �ت� م� �ه �ای� پ� ی��ک B = {u۱, u۲, . . . , un} �ی��د �ن� ک� ف��رض اث��ب��ات
در دل��خ��واه��ی ب��ردار u =

∑n
i=۱ aiui �ن��ی��د ک� ف��رض �ن��ظ��ور م� ای��ن ب��رای . v − w ∈ W⊥ م��ی�ده��ی��م ن��ش��ان ه��اس��ت. ui از خ��ط��ی ت��رک��ی��ب ی��را ز اس��ت



۳

ی��م دار ب��اش��د. W

⟨v − w, u⟩ = ⟨v − w,
n∑

i=۱
aiui⟩ =

= ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ − ⟨w,

n∑
i=۱

aiui⟩ = ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ −

n∑
i=۱

ai⟨w, ui⟩

= ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ −

n∑
i=۱

ai⟨
n∑

j=۱
⟨v, uj⟩uj , ui⟩

= ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ −

(
a۱⟨

n∑
j=۱

⟨v, uj⟩uj , u۱⟩

+ a۲⟨
n∑

j=۱
⟨v, uj⟩uj , u۲⟩+ · · ·+ an⟨

n∑
j=۱

⟨v, uj⟩uj , un⟩
)

= ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ −

(
a۱

⟨v,u۱⟩︷ ︸︸ ︷
n∑

j=۱
⟨v, uj⟩⟨uj , u۱⟩

− a۲

⟨v,u۲⟩︷ ︸︸ ︷
n∑

j=۱
⟨v, uj⟩⟨uj , u۲⟩+ · · ·+ an

⟨v,un⟩︷ ︸︸ ︷
n∑

j=۱
⟨v, uj⟩⟨uj , un⟩

)

= ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ −

(
a۱⟨v, u۱⟩+ a۲⟨v, u۲⟩+ · · ·+ an⟨v, un⟩

)

= ⟨v,
n∑

i=۱
aiui⟩ −

n∑
i=۱

ai⟨v, ui⟩ = ۰

ی��م دار اک��ن��ون اس��ت. W⊥ ب��ه م��ت��ع��ل��ق v − w ل��ذا و v − w⊥u پ��س

v = w + (v − w) ∈ W +W⊥RightarrowV = W +W⊥

ب��ن��اب��رای��ن اس��ت. ع��م��ود x ب��ر ج��م��ل��ه از W ع��ن��ص��ر ه��ر ب��ر x پ��س . x ∈ W⊥ و x ∈ W آن��گ��اه x ∈ W ∩W⊥ اگ��ر ط��رف��ی از

⟨x, x⟩ = ۰ ⇒ x = ۰ ⇒ W ∩W⊥ = {۰}

. V = W ⊕W⊥ ی��م دار خ��ط��ی ج��ب��ر ق��ض��ای��ای ب��ه ت��وج��ه ب��ا

دارد. وی��ژه م��ق��دار ی��ک ح��داق��ل ب��ع��د) م��ت��ن��اه��ی ف��ض��ای روی خ��ط��ی (ع��م��ل��گ��ر ب��ع��ی م��ر ی��س م��ات��ر ه��ر ۴.۱ ق��ض��ی��ه

{v,Av,A۲v, . . . , Anv} م��ج��م��وع��ه ی��م. م��ی�گ��ی��ر ن��ظ��ر در را ار v ∈ Cn ن��اص��ف��ر ب��ردار ب��اش��د. م��خ��ت��ل��ط n× n م��ات��ری��س ی��ک A ک��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات
و �د �ن� �ت� �س� �ی� ن� �ر �ف� ص� �م �اه� ب� �ی �گ� �م� ه� �ه ک� �د دارن� �ود وج� an, . . . , a۱, a۰ �ای �ر�ه� �ال� �ک� اس� �س پ� دارد. �ر �ص� �ن� ع� n از �ش �ی� ب� �را ی� ز �ت اس� �ی �ط� خ� �ه �ت� �س� واب�
�وان �ی�ت� م� (m ≥ ۱ �ه ک� �ت اس� �ی �ه� �دی� (ب� .am ̸= ۰ �ه ک� �د �اش� ب� �ددی ع� �ن ی� �ر �ت� �زرگ� ب� m ≤ n �د �ی� �ن� ک� �رض ف� .a۰v + a۱Av + · · · + anA

nv = ۰
�ه�ای �ل� �م� �دج� �ن� چ� �ون �ن� اک� �د. �ی�آی� م� �ت �دس� ب� �واه �خ� دل� �ه �ج� �ی� �ت� ن� a−۱

m در �ا �ره� �ال� �ک� اس� �رب ض� �ا ب� �ورت ص� �ن ای� �ر �ی� غ� در �را ی� ز am = ۱ �ه ک� �رد ک� �رض ف�
ی��م دار ی��م. م��ی�گ��ی��ر ن��ظ��ر در را p(x) = a۰ + a۱x+ · · ·+ amxm

p(A)v = (a۰I + a۱A+ · · ·+ anA
n)v = a۰v + a۱Av + · · ·+ anA

nv = ۰
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ی��م دار ب��ن��اب��رای��ن .P (x) = (x− bm) · · · (x− b۱)(x− b۰) ن��وش��ت م��ی�ت��وان م��ی�ش��ود ت��ج��زی��ه خ��ط��ی ع��وام��ل ب��ه C در p آن��ج��ای��ی��ک��ه از

P (A)v = ۰Rightarrow(A− bmI) · · · (A− b۱I)(A− b۰I)v = ۰

w = �ردار ب� �س پ� .(A − bkI) · · · (A − b۱I)(A − b۰I)v = ۰ �ه ک� �د �اش� ب� �ددی ع� �ن ی� �ر �ت� �ک� �وچ� ک� k ≤ m �د �ی� �ن� ک� �رض ف�
اس��ت. آن ب��ا م��ت��ن��اظ��ر وی��ژه ب��ردار w و وی��ژه م��ق��دار bk ی��ع��ن��ی .(A− bkI)w = ۰ ی��م دار و اس��ت ن��اص��ف��ر (A− bk−۱I) · · · (A− b۱I)(A− b۰I)v

.|A| = ۰ آن��گ��اه ب��اش��د A م��ات��ری��س وی��ژه م��ق��دار λ = ۰ اگ��ر ۵.۱ ق��ض��ی��ه

.|A| = |۰I −A| = χA(۰) = ۰ ی��م دار اث��ب��ات

ه��س��ت��ن��د. ی��ک��ی At و A ی��س�ه��ای م��ات��ر وی��ژه م��ق��ادی��ر ۶.۱ ق��ض��ی��ه

ی��م دار ص��ورت ای��ن در ب��اش��د. A وی��ژه م��ق��دار ی��ک λ ک��ن��ی��د ف��رض اث��ب��ات

χAt(λ) = |(λI −A)t| = |λI −A| = χA(λ) = ۰


