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det(λI − A) = 0

�� ����� A ��� � A ������ ����� ������

σ(A) = {λ1, ..., λm}

���� ��� ���
MR = maxσ(Re(A)),mR = minσ(Re(A))
MJ = maxσ(Im(A)),mJ = minσ(Im(A))

��� ���� �������� 1900 �����

σ(A) ⊂ {x + iy|(x, y) ∈ R2 : mR ≤ x ≤ MR,mJ ≤ y ≤ MJ}

��� ���� 1902 ��� �� .��� ����� �� ������ ���� ������ ������ � ����� ���� ���� ����� � ���� ���� �� �
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:���� ����� �� ��� ���� ��� � ���� ������� �� ��� ��� ����� �� ������� 1918 ��� ��

A ������ ���� ��� ����� ����� ��� ����� �� n × n ������ �� A ���� ���
w(A) �� �� �� � ���� �� x∗x = ١ �� ��� x∗Ax ���������� ��� ������
: ���� �� �����

w(A) = {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = 1}

�� �� ���� �� ����� � ����� ����� �� �������� �� ��� ���� �� ������ �������
���� �� ����� �� ��� �� ������ ������ �� �������� �� �� ���� ������� ��
�� ������� �� �� ���� � ����� �� ������ ������ �� �� �� ��� ����� �� �������
.��� �� ������ ���� �� ������ ������
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:���� ����� �� ��� ���� ��� � ���� ������� �� ��� ��� ����� �� ������� 1918 ��� ��

A ������ ���� ��� ����� ����� ��� ����� �� n × n ������ �� A ���� ���
w(A) �� �� �� � ���� �� x∗x = ١ �� ��� x∗Ax ���������� ��� ������
: ���� �� �����

w(A) = {x∗Ax : x ∈ Cn, x∗x = 1}

�� �� ���� �� ����� � ����� ����� �� �������� �� ��� ���� �� ������ �������
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1)

w(I) = {x∗Ix : x ∈ Cn, x∗x = 1} = {1}

2)

W(

[
1 0
0 0

]
) = {x∗

[
1 0
0 0

]
x : x = (x1, x2) ∈ Cn, x∗x = 1}

= {: x1x̄1 : |x1|2 + |x2|2} = [0, 1]
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1)

w(I) = {x∗Ix : x ∈ Cn, x∗x = 1} = {1}

2)

W(

[
1 0
0 0

]
) = {x∗

[
1 0
0 0

]
x : x = (x1, x2) ∈ Cn, x∗x = 1}

= {: x1x̄1 : |x1|2 + |x2|2} = [0, 1]
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�� ����� �� ���� ��� �� �� V ������ ���� �� P(V) ����� ���� ������ ��� �� ����� ������ ���� V ���
n + ١ �� Pn �� ������ � Pn = P(Cn+١) ���� ��� n ��� �� ��������� ����� ������ ���� Pn �����

.���� ������� ���� ��� �� ����� ��� �������� ��� ����� �� �� .���� �� ���� ������ �� ���� ����
���� �� CP٢ ����� ������ ����

CP٢ ≡ C{٠}−٣
∽

������ ��

CP٢ = {[x, y, z]|(x, y, z) ∈ C٣ − {٠}}

.���
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.����� ���� ���� ������ �� �� �� ��� �� ���� ����� [x, y, z] ���� �� ����� �� ������ ������ ������
���� ��� �� .��� ���� ������ ������ �� ( x

z ,
y
z ) ���� �� ���� �� �� z ̸= ٠ �� CP٢ �� [x, y, z] ������

������� �� P(x, y, z) ��� .��� ���� ���� ������ �� [u, v, ١] ���� �� ���� �� ��� �� (u, v) ���� ��
���� �� �� ���� �� ���� ��

P(x, y, z) = ax2 + bx2 + cz2 + dxy + eyz + fzx

�� ������� �� P(x, y, z) ��� �� ��� ���� �� .��� ������ ���� �� P(x, y, z) ����� ���� ����� ����� ��
������ �� �� CP٢ �� [x, y, z] ���� ������ ����� ���� x, y, z �������� �� d ���� �� ����

.��� d ����� �� ���� ����� �� ���� �� ��� P(x, y, z) = ٠
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����� ���� ����� :����
��� ���� A = H + iK ������� ����� n × n ���� ������� H � K ������ ������ ��� ���� �� �����

xH + yK �� ���� ��� ����� �� :���

f(x, y, z) = det(zI − xH − yK)

� �� ����� ���� ����� ����� �� .����� �� ���� ��� ��� x = ١, y = i �� ��� ������ �� ������ ������� ��
���� �� �� ���� ��� :�������

P(x, y, z) = det(zI − (H + iK)) = det(zI − A)
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�� .���� ���� �� �� ��� �� ��� ���� ���� ������� ��� ����� ���� ���� ��� ����� � ���� ������� �� ������ ��
��� ��� � K ���� ������ ��� ���� �� .���� ���� �� ��� ���� ���� � ���� ���� ���� �� ��� �� �� �� �������
�� �� �� ��� ���� �� �� K ������ �� �� ���� ������� � ���� ����� ������ ���� �� �� ����� K ������ �� ��
���� n × n ������� A ���� ��� .���� ������ K �� ������� ��� ��� �� �� �� ��� ������� ��� ����� ���

����� ���� w(A) ��� ���� �� (����� ��� ����� ����� ����� a, b, c ��) ax + by + c = ٠ ���

det(aReA + bImA + cIn) = 0

����� ��� H(A) ���� ����� �������� λmax �� A ∈ Mn ������ �� ����

Max Re(w(A)) = Max w(H(A)) = λmax
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����� A ������ ����� ���� ���� ����� �������� λA � n × n ������� A ���� ��� ������� ����� ������
−θ ������ �� �� w(A) ��� ��� .��� ����� w(A) ��� ���� �� x = λA �� ��� �� �� ���� �� �����
e−iθA �� �� A ������ �� ���� ��( ����� �� ��� �� ���� ��� ����� ���� ��� �� �� θ ���� ���) ���� �� �����

�� ����� �� .��� w(e−iθA) ��� ���� �� x = λe−iθA �� θ ����� �� ���� ����� ����� �� �������

e−iθA = (cosθH + sinθK) + i(cosθK − sinθH)

��� �� ���� ��� ������ �� cosθH + sinθK ���� ����� �������� ��������

det(cosθH + sinθK − λIn) = 0

���� �� x = λe−iθA ��� ���� �� ����� ��������� ��� �� ������ +θ ����� �� �� w(e−iθA) ��� ���
��� �� ����� ���

xcosθ + ysinθ − λe−iθA = 0

����� �� ���� ��� ������� ��� ���� �� �� ax + by + c = ٠ �� ��� ���� ��� ��
.����� �� �� ��� ���� ���� ٢π �� ��� �� θ ����� �� � ���� �� c = −λe−iθA,b = sinθ,a = cosθ
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:���� �� ����� θ ∈ [٠, ٢π) ����� ���� ��

λθ ≡ λmax(H(eiθA))

.���� λθ �� ������ ��� ���� ����� xθ ∈ Cn ���� ��� �

H(eiθA)xθ = λθxθ x∗θxθ = ١

�� ������ �

Lθ = {e−iθ(λθ + ti) : t ∈ R}

.���� �� W(A) ����� ���� ��
������ �� ��� �� ����� ��(��� σ(A) ���� ��) �� W(A) �� ������ ������� �� ��� ���� ����� ����� ���

. ����� ��� �� ������ ������ �� ���� �������� � ����
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�������A���� ��� ���� n × n ��������� ������� ���� �� ����� ��� �� �� ��� ��� �������
��������� W(A) ���� �� ax + by + c = ٠ ������� n × n

det(aReA + bImA + cIn) = ٠

56 / 20 �� ������� 3 ×3 ��� ������ ������� )���� �������( ����� �������� �����



������� ����� ������

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

......

������� �� �����
����� ��� ���� ����� ������ H,K ��A = H + iK���� �� ���� �� ��A����� �������� �� ��������

W(A) = {⟨H + iK, x⟩| ∥x∥ = ١} = {⟨Hx, x⟩+ ⟨Kx, x⟩∥x∥ = ١}

,�����X���� ���W(A)�����W(H(A))� ��� ������ ������� H�������� ����� (Kx, x) � (Hx, x) ��
���� �� ��� ��� ����H����������� ����� ������ �� ���� ����� ����� ���� ��� ������ ������� �� ���� ���

W(H) = ⌈λmin, λmax⌉

�� ������ x − λmax = ٠ ����������H���������� ��������� �������� ����� �� λmax � λmin ��
����� �� ���� �� ��� ���� ���� ���� ���� ������ ��� �������.�����Y���� �� �����W(A)����

det(H − λmaxIn) = ٠ ���������� �� (a = ١, b = ٠, c = λmax)
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������ ���� W(A) �������,����� θ ����� ��X ����������� W(A) ���� �� ��������� �� ������� ����� ���
�� θ ������� ���� ����� ���� �� ����� −θ

x = λθ
max

��(���R����� �� ��� �� ��� ��������� ���� ������������) ���R ����� ���������� ���� �� ���� ��
�� ����� �� ��� W(eiθA)����

e−iθA = (cosθH + isinθK) + i(cosθH − sinθK)

��� �� ���� ��� �������� cosθH + isinθK ��������� �������� ����� ���

|cosθH + sinθK − λIn| = ٠

���������� ���� �� x = λθ
max ���� �� ����� ��������� ��� �� ������ +θ ��������� W(e−iθA) ��� ���

������ ��������� ��������y� e−iθA ������ ��������� �������� λn �� xcosθ + ysinθ − λn = ٠ ���
.���� �� c = −λn,b = sinθ,a = cosθ ����� �� ���� ����� �� ���K
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kippenhahn�����

���� �� ������ ��� ��� ������� ��������� ���� ��� ����� ���� �� ������ ��� ������ ������� ����� ���� ����
����� �� ������� �������� �� ��� ��� ������ ������� �������� ������ ���� ������� ��� ��������� ��� �����
������� ���� ������� W(A) ����� ��� �� ��������� �� �� ���A������ �� ����� xReA+yImA�������

��������
�������� A ������ ����������� �� �� (kippenhahn)��� ����� �� ���� �� �� ������� ��� ����� ����

��� ����� ����� ����� ���� ���� ������

PA(x, y, z) ≡ det(xReA + yImA + zIn)

.��� �������
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������ ���������� ���� ��� ������ �����a, b, c ���

PA(a, b, c) = det(aReA + bImA + cI) = ٠

������� ��� ���� �� ���� C(A) ���� ����� ��� ����� ���� ����� �� ������� n ���� �� ���� ����� ��
������ �� ���� ������ ����� ����� �� ��� ��� �� .����� ��(kippenhanh) ������� A������

. ������� �� ������ ��� ��������� �� ������A������
:����� ��������� ����� �� ������ ����� ����� ��� ���� ����� ����
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.���u = x
z , v = y

z �� ���� �������� [x,y,z] ���� ���� �������� (u,v) ������ ������ �� ������ ������
����� ����� ������ ���� V ��� .��� ������ �������� ���������� �� ���� ���� ������ �� �� ����� ������
��������� ����� ������ ���� Pn ������� ����� �� ������� ���� V ������ ������ P(V) ��������� ������
������ .���� �� ���� �������� ���� ���� n+1 �� Pn �� ������� Pn = P(Cn+١) ���� ��� n �����

.����� �� ���� ���� ������ �� �� �� ��� �� ���� ����� [x,y,z] ���� �� ����� �� ������ ������
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���� �� CP٢ ����� ������ ����

CP٢ ≡ C{٠}−٣
∽

��������

CP٢ = {[x, y, z]|(x, y, z) ∈ C٣ − {٠}}

.���� ������� ���� ��� �� ����� ��� �������� ��� ����� �� �� .���
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������ �����.��� ���� ������ ��������( x
z ,

y
z )���� �� ���� ����z ̸= ٠��CP٢��[x, y, z]������

�� CP٢ ��[x, y, z]���� ������ .��� ���� ���� ��������[u, v, ١]���� �� ���� �������(u, v)����
�� ������ ���� ��������

ax + by + cz = ٠

.����� �� ����� �� ��� a, b, c ̸= ٠ ∈ C

56 / 29 �� ������� 3 ×3 ��� ������ ������� )���� �������( ����� �������� �����



kippenhahn�����

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

..

���� ��٢������ ���� �� ������� ��P(x, y, z)���

P(x, y, z) = ax٢ + bx٢ + cz٢ + dxy + eyz + fzx

�� ���� �� ������� ��P(x, y, z)����� ��� ���� ��.��� ������ ���� ��P(x, y, z)��������� ����� �������
������ �� ���P(x, y, z) = ٠�������� ��CP٢ ��[x, y, z]���� ������ ���������x, y, z����������d����

.���d������� ���� �����
��P(x, y, ١) = ٠����� �� �����z = ١ ���������� ���� ����CP٢��P(x, y, z) = ٠�������

�� �� P( x
z ,

y
z ) = ٠����� �� ���� ����C٢��P(x, y) = ٠���� ������� ������ ���� ������� ���� C٢

.���� ����� ���������� ��� ���� ���� CP٢��P(x, y, z) = ٠������ ���� ���� �����
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����
�����z = ١������������ d������� ���� ����� ��P(x, y, z) = ٠� ���� ���ax + by + cz = ٠���� ���

�����

P(x, y, ١) = ٠, ax + by + c = ٠

��� �����y = −c−ax
b �����b ̸= ٠���� ���

P(x, −c−ax
b , ١) = ٠

����� ������ ����d�� ������� �� ����������� ����d������ ���d������ P�� ������������� ������ �� ������ ����
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����
Q = (x٠, y٠, z٠)���� ����� ����� �� ����[a, b, c]���� ���� ax + by + cz = o�� ���� ����� ���

�� ���Q���� ��������[a, b, c]������ax٠ + by٠ + cz٠ = ٠��� ���[a, b, c]�� ���
.�����Q������[a, b, c]����������������

�� �� �� �� �� ���� ���� ��� ���� �� ���� ������ �� ���� ��� �� ��� �� ���� ����� ������ ���� �� ����� �����
”.����� ������ ���� �� ������” ����� ����� �� ”.����� �� ���� �� �� ���� ����” ����� ���� ��� ������� ��

.��������
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����
����� ������ ���� ������ ����� ������ ������ ��C : f(x٠; x١; x٢) = ٠ ���� ����� ��� ���� ���� �� ������
������ �� ���� ���� ����� C ������ �� ���� �� ��� ��� ��� ���� ��� ��C∗ : F(u٠; u١; u٢) = ٠ �����

L : a٠x٠ + a١x١ + a٢x٢ = ٠

. ��� L���� �������� P = (a٠; a١; a٢) ���� ��� ���� ����� �� C∗ ���� C ����� �� ���
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��� �� �������� ���� ��C∗����C����� ��������� P( x
z ,

y
z ) = ٠��������d������� ���� ����� ��C���

C∗ = {[a, b, c] ∈ CP٢ : ax + by + cz = ٠ ��� ���� C �� �� }

���� �� ������� ������ ����� �� �� ��� ���� ����� �����C∗������ ���� .����� ��C∗������d���� �����
.��� ��� ���� ����� �������

.

......

����
������������ ����� ������� ����� �� ��� �������� �� ���� ����� ��� ����� �� ���� ����

.���C����C∗������C∗�����C����
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������ ���������� ���� ��� ������ �����a, b, c ���

PA(a, b, c) = det(aReA + bImA + cIn) = ٠

������� ��� ���� �� ���� C(A) ���� ����� ��� ����� ���� ����� �� ������� n ���� �� ���� ����� ��
.����� ��(kippenhanh) ������� A������

.

......
����

.��� ����C(A) �� W(A) ���� ���� ����� �� ����� ����� ����� ���� ����� �� ������

(plucker) ����� �����
.��� d(d-1) ���� �� ����� ����� ��������� d ������ ���� ����� �� C ⊂ P٢ ���
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��������A������ ��������� A������ ����� ���� ���� :����� ���� (kippenhahn)���� �����

W(A) = co(C(A))

:������ ������ ���� ���� W(A) ���� ����� ��

{a + ib ∈ C : a, b ∈ R, ��� ���� PA(x, y, z) = ٠ �� ax + by + z = o}
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��� ���� ��������� ������� �� ����� �������� ����� ���������� ��� ���� ���� ����� �� ����� ����� ��� ��
:�������� �������� ��� ������ ���� �� x=x(t),y=y(t) �������� �� ����� �������� �� ���� ����� �����

X(t) = y(t)′

y(t)x(t)′−x(t)y(t)′

Y(t) = x(t)′

x(t)y(t)′−y(t)x(t)′
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������ �� C �������

f(x, y) = ( x٢

a٢ ) + ( y٢

b٢ ) = ١

�� �������� ���� �� �� ����� ����� ����� ����� ����� ��� �� ����;���� ��� ���� (a ≥ b ≥ ٠) �� C٢ ��
������

x(t) = acos(t), y(t) = bsin(t)

����� ����� ��� ������ �� ������

X(t) = cos(t)
a ,Y(t) = sin(t)

b =⇒ a٢X٢ + b٢Y٢ = ١

��� �� CP٢��C∗ ���� ���� ����� �������� ���� �� ���� �� ������ X,Y ��� �� X
Z ,

Y
Z �������� �� ���

������

a٢X٢ + b٢Y٢ = Z٢
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; C �����.���� f(x٠, x١, x٢) = ٠ ���� ������ �� �� ���� �� ���� ����� C ⊂ PC٢ ���� ���
.��� �� ��� �� ��� ��� �� ( ��� P٢C∗ �� ����� ������(p٠, p١, p٢)) C∗ : F(p٠, p١, p٢) = ٠

:���� �� �������� V(p, x) �� ������� �����

V(p, x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
٠ p٠ p١ p٢

po f٠٠(x) f٠١(x) f٠٢(x)
p١ f١٠(x) f١١(x) f١٢(x)
p٢ f٢٠(x) f٢١(x) f٢٢(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣
:����� (Schlafli)����� ����� ����

F(p٠, p١, p٢) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
٠ p٠ p١ p٢

po
∂٢V
∂x٢ (p) ∂٢V

∂x٠∂x١
(p) ∂٢V

∂x٠∂x٢
(p)

p١
∂٢V

∂x١∂x٠
(p) ∂٢V

∂x٢
١
(p) ∂٢V

∂x١∂x٢
(p)

p٢
∂٢V

∂x٢∂x٠
(p) ∂٢V

∂x٢∂x١
(p) ∂٢V

∂x٢
٢
(p)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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������

A =

 ٠ ٠ ١
٠ ١ i
١ i ٠


����� �� ��� ���� A ������ �� ������ ����� ������ ����� ��� �����

f(x٠, x١, x٢) = det(x٠ReA+x١ImA+x٢I٣) = x٣
٠+x٠x٢

٢+١x٢
٠x٢−١x٠x٢

١−x١x٢
٠−x٣

١

����� �� ����� ���� ������ �� ����� ������� ������� �� (kippenhahn) ����� ������ ���� ���

F(p٠, p١, p٢) = ۴p۴
١ + ٣٢p۴

٢ + ١٣p٢
١p٢

٢ − ١٨p٠p١p٢
٢ + ۴p٠p٣

١ − ٢٧p٢
٠p٢

٢
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:��� ��� �����kippenhanh���� PA ����� ��������� ���� ���� ٣× ٣ ��� ������ ����
��� ����

.

......

�������� ����� ��� ���� �� �� PA ���

.����� �� A ���������� �� ��� λ١, λ٢, λ٣ ���� �� ���� C(A)
�
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