
اول فصل

اولیه تعاریف ١

١



آل ایده ١.١
⇐⇒ است (راست) چپ آل ایده Έی R ی حلقه از I ͳناته ی یرمجموعه :ز آل ایده

∀a, b ∈ I r ∈ R

(١) a, b ∈ I =⇒ a− b ∈ I

(٢) a ∈ I, r ∈ R =⇒ ra ∈ I(ar ∈ I)

اول آل ایده ٢.١
: هرگاه گوییم اول را P باشد، R پذیر تعویض حلقه آل ایده P کنید فرض اول: آل ایده

باشد ͳواقع آل Pایده •

∀a, b ∈ Pab ∈ P =⇒ a ∈ P ∨ b ∈ P •

چپ(راست) اولیه آل ایده ٣.١

چپ(راست) اولیه حلقه ΈیR/P ͳقسمت خارج حلقه اگر است، چپ(راست) اولیه حلقه از P آل ایده
باشد.

نیمال ͳم اول آل ایده ۴.١
Iباشد ⊂ P اگر دارد. Iنام آل ایده نیمال ͳم اول آل ایده ΈیR Pدر اول آل ایده باشد. ی΋دار Rحلقه

I ⊂ Ṕ که نباشد موجود Ṕ چون ͳاول آل ایده و

توان پوچ آل ایده ۵.١
In = ٠ نوشت: بتوان n مانند ͳصحیح عدد ازای به ͳیعن باشد. توان پوچ R ی ازحلقه I آل ایده

اولیه: آل ایده ۶.١
باشیم داشته a, b ∈ R هر ازای به اگر است، اولیه R پذیر تعویض ی حلقه )qدر ̸= R) آل یده

a ∈ q ∧ ab ∈ q =⇒ bn ∈ q n > ٠ ازای به

ساده ی حلقه ٧.١
باشد. نداشته ͳحقیق (دوطرفه) آل Rایده و .R٢ ̸= ٠ اگر است، ساده ی Rحلقه

اول ی حلقه ٨.١
طوری به باشند ͳهای آل ایده Jو I گاه هر باشد، اول آل ایده Έی صفر آل ایده اگر است، اول ی حلقه R

I = ٠ ∨ J = ٠⇐= IJ = ٠ که



اول نیمه ی حلقه ٩.١
است ای حلقه دیΎر عبارت به یا و باشد صفر اول رادی΋ال دارای اگر شود، ͳم نامیده اول نیمه ی Rحلقه

باشد. ساده نیمه اول رادی΋ال به نسبت که

اول رادی΋ال ١٠.١
دهند.هر ͳم نشان P (R) با و گویند اول رادی΋ال را R اول های آل ایده تمام اشتراک باشد، Rحلقه اگر
است. نیمال ͳم آل ایده برابر اول های آل ایده تمام اشتراک صورت آن در باشد نداشته اول آل ایده R گاه

است. P (R) = ٠ اول نیمه ی حلقه در اول رادی΋ال تعریف به توجه P.با (R) = P ͳیعن

باشد. نداشته ناصفر توان پوچ آل ایده R⇐⇒ است اول Rنیمه ی حلقه قضیه

توان پوچ عنصر ١١.١

an = ٠ ،n مانند ͳمثبت ΀صحی عدد ازای به اگر است توان پوچ R حلقه عنصر Έی

جی΋پسون رادی΋ال ١٢.١
رادی΋ال همان اول رادی΋ال واق΄ گویند.در ͳم جی΋بسون رادی΋ال (اولیه)را اول های آل ایده اشتراکتمام

است. جی΋بسون

پوچساز(صفرساز) ١٣.١
Έی I = {r ∈ R|rb = ٠}،b ∈ B هر ازای به صورت این در باشد. پذیر تعویض ی Rحلقه اگر

شود. ͳم نامیده پوچساز که است، R آل ایده

صفر علیه مقسوم ١۴.١
به b ∈ R مانند ناصفری عنصر اگر است صفر علیه مقسوم R حلقه در a (ناصفر) ͳبدیه غیر عنصر

(ba = ٠) ab = ٠ باشد موجود که طوری

ͳضرب بسته زیرمجموعه ١۵.١
هرگاه: گویند ͳم ͳضرب بسته مجموعه زیر

(١)١ ∈ S
(٢)∀a, b ∈ S =⇒ ab ∈ S

٢



کسرها ͳقسمت خارج حلقه ١۶.١
ی مجموعه روی ارزی هم ی رابطه است. R پذیر تعویض ی حلقه از ͳضرب ی بسته ی مجموعه Sزیر

کنیم: ͳم تعریف مقابل صورت به R ∗ S

(r, s) ∼ (ŕ, ś)←→ ∃s١ ∈ S; s١(rś− ŕs) = ٠

تعویض ی حلقه Έی فوق ارزی هم ی رابطه تحت R ∗S ارزی هم های رده ی مجموعه صورت این در
شود: ͳم تعریف زیر صورت به آن ضرب و جم΄ که ی΋دار و پذیر

r
s + ŕ

ś = rś+ŕs
sś

( rs )(
ŕ
ś ) =

rŕ
sś )

عضو دارای شود.که ͳم نامیده کسرها ͳقسمت خارج ی حلقه و دهند ͳم ١R−Sنشان با را حلقه این که
باشد. ͳم r

s عنصر برای s
r وارون و ٠

١ ͳخنث

١٧.١
R ی حلقه صفر راست های علیه مقسوم تمام ی :مجموعه Zl(R)

R ی حلقه از S ͳبدیه غیر گروه زیر چپ :پوچساز rR(I)
R ی حلقه Sاز ͳبدیه غیر گروه زیر راست :پوچساز lR(I)

٣



٢

تعریف: ١.٢

تولید متناهیا ( طرفه (دو آل ایده هر برای گاه هر است، (A (چپ)( راست ͳویژگ دارای R ی حلقه
.Ia = ٠ که طوری به باشد، موجود a ∈ R مانند صفری غیر عنصر I ⊆ Zl(R) که I شده

باشد. (A) وچپ راست ͳویژگ دارای R اگر است، (A) ͳویژگ دارای R حلقه
صورت آن در باشد. داشته Iرا ⊆ Zl(R) ͳبدیه غیر آل ایده ، R اول ی حلقه اگر کنیم توجه باید

: زیرا ندارد را (A) ͳویژگ R

IrR(I) = ٠ (lR(I)I) = ٠ =⇒ rR(I) = ٠

.٠ ̸= I ⊆ Zl(R) که داریم را I ͳبدیه غیر آل R،ایده اول حلقه در که باشید داشته یاد به همواره
زیر که ͳبدیه غیر آل باشد)ایده اول اگر خصوص (به باشیم داشته ͳدلخواه ی حلقه اگر حال هر به
مثال عنوان ندارد.به باشد،وجود داشته ویژگͳ(A)را R ی حلقه و یا(Zr(R))باشد Zl(R) ی مجموعه

باشد ͳم (A) ͳویژگ دارای ایت، ساده اول ی حلقه میدانFکه روی n ∗ n ͳماتریس های ،حلقه

نیست. برقرار راست و چپ از همواره (A) ͳویژگ که دهد ͳم نشان ͳخوب به زیر مثال

مثال: ٢.٢

صورت این است.در L در x تصویر δکه L = Z٢(x)
x٢ دهید بΎیرید.وقرار نظر در را Z٢ ΀صحی ی حلقه

بΎیرید. نظر در صورت به Rرا ی............. اینΈحلقه .δ٢ = ٠ که L = Z٢⊕Z٢δ با است Lبرابر
در I(δe٢٢) ̸= ٠ اگر باشد. ͳبدیه غیر ی طرفه دو آل ایده I و است واحد ی ی΋ه ماتریس eijدارای
مشخص e٢٢ ∨ (١+ δ)e٢٢ چپ سمت از کردن ضرب است.با > ........... صورت به I صورت این

.................................e٢٢ ∈ I که شود ͳم
........ با است برابر I است،بنابراین ͳبدیه غیر I چون .e١٢ = e١٢e٢٢ ∈ I اما

دارد. را راست سمت از (A) ͳویژگ R که دهد ͳم نشان است.این I راست e١٢پوچساز نتیجه در
........... صورت به را R از ͳآل ایده ندارد. چپ سمت از را (A) ͳویژگ R که داد نشان توان ͳم

............. صورت این در .I ⊆ Zr(R) که گیریم ͳم نظر در
................................. دهیم ͳم سپسنشان و aL

Z٢δ
+bL = ( a

Z٢δ
)(Z٢(x)

x٢ +b(Z٢(x)
x٢ ) : زیرا

.................................. داریم بنابراین
تعریف که داد ارایه عناصری توان ͳم ͳیعن) ندارد. چپ سمت از را (A) ͳویژگ R صورت این در

نیست.) برقرار (A) ͳویژگ

گزاره: ٣.٢

راست سمت از را (A) ͳویژگ است. گزار اندیس ی مجموعه J که S =
∏

Ri مستقیم حاصلضرب
باشد. داشته راست سمت از را (A) ͳویژگ Ri ، i هر ازای به اگر فقط و اگر دارد

−→ برهان:
دهید قرار دارد. راست سمت از را (A) ͳویژگ Ri ، i هر ازای به کنید فرض



I =
∑n

j=١ S < aJi > S ⊆ Zl(s)

است.که S شده تولید متناهیا آل ایده I که
.∀j,< aji >∈ S, ∀i ∈ J, aji ∈ R

.i٠ ∈ J از ͳبعض ازای به Ii٠ =
∑n

j=١Ri٠ajiRi٠ ⊆ Zl(Ri٠) صورت این در
Ii٠αi٠ = ٠. که طوری به αi٠ ∈ Ri٠ ندارد وجود مساله فرض به باتوجه اما

α که شود ͳم نتیجه پس .α = ٠ جا بقیه ،در α = αi٠: صورت به کنید تعریف ای دنباله Έاین
سمت از (A) ͳویژگ S که گفت توان ͳم حال .Iα = ٠ که طوری به است S در ͳبدیه غیر عضوی

دارد. راست
تولید متناهیا آل ایده Ii که Ii =

∑n
t=١RiatiRi ⊆ Zl(Ri) دهید: برع΋س:−←قرار

که ͳزمان Kj = Rj، Ki = Ii، K =
∏

j∈J Kj چنین هم و i ∈ J از ͳبعض ازای به Ri شده
هم باز آل ایده تعداد هر ضرب است.(حاصل S شده تولید متناهیا آل ایده نیز K صورت این j.در ̸= i

(A) ͳویژگ S چون بنابراین است. K ⊆ Zl(S) انΎاه Ii ⊆ Zl(R) اگر چنین هم و است.) آل ایده
Kδ = ٠. که دارد δوجود =< dj >∈ S ͳبدیه غیر ی دنباله دارد، راست سمت از را

ͳیعن است. صفر غیر ی دنباله δ صورت این در ،Rj در dj = ٠ ، Kj = Rj ، j ̸= i که ͳزمان
ͳکل طور به دارد. راست سمت از را (A) ͳویژگ Ri نتیجه در و Iidi = ٠ حال هر در .Ri در di ̸= ٠

ندارند. را (A) ͳویژگ یافته تحویل ی حلقه Έی ͳجابجای های حلقه در

مثال: ۴.٢
این در است. دلخواه میدان F داریم.که را ................................ R = ی حلقه کنید فرض
توان ͳم ندارد. چپ و راست از را (A) ͳویژگ R است.اما ( چپ و (راست نوتری ی حلقه R صورت
وجود صفر مخالف b و a است.اما J ⊆ Zr(R)و I ⊆ Zl(R) که نمود ارائه زیر صورت به آل ایده دو

bJ = ٠. و Ia = ٠ که ندارد
Έی دارد. را (A) ͳباشد،ویژگ نوتری یا یافته تحویل حلقه که ͳزمان کرد گیری نتیجه توان ͳم حال

: باشیم داشته b و a هر ازای به اگر شود ͳم نامیده اول تام طور به R ی حلقه از P اول آل ایده
ab ∈ P =⇒ a ∈ Pb ∈ P

Έاین هستند. اول تام طور به نیمال ͳم اول های آل ایده تمام یافته تحویل های حلقه در که کنید توجه
کنیم: اثبات را زیر لم که هستیم قادر ما

لم : ۵.٢

Pi هر ازای به و I ⊆ P١
∪

......
∪
Pn باشد.اگر R آل ایده Έی I و یافته تحویل Rحلقه کنید فرض

.I ⊆ Pi که ای i دارد وجود صورت این در باشد، نیمال ͳم اول آل ایده

.I ⊆ P١
∪
P٢ و n = ٢ کنیم فرض حال است. n روی استقراء به اثبات برهان:

هم و y ∈ I و x /∈ P١ که x ∈ I دارد وجود پس I ⊆ P١I ⊆ P٢ خلف: فرض
y ∈ P٢. چنین

(٣) x ∈ I −→ x ∈ P١
∪

P٢

(۴) y ∈ I −→ y ∈ P١
∪

P٢

٢



است،پس آل ایده I چون

(۵) x− y ∈ I

(٣) −→ x ∈ P١ ∨ x ∈ P٢ =⇒ x ∈ P٢

چنین هم و

(۴) −→ y ∈ P١ ∨ y ∈ P٢ =⇒ y ∈ P١

نشد. استفاده P بودن اول شرط از n = حالت در

(۵) −→ x− y ∈ P١ ∨ x− y ∈ P٢

که x ∈ P١ که آید ͳم دست به ͳدوم از و x ∈ P٢ که آید ͳم دست به ͳاول از که
آید. ͳم دست به تناقض دو هر از

آل ایده n اجتماع مجموعه زیر I اگر است. برقرار n برای ح΋م : استقراء فرض
است. اول های آل ایده از ͳ΋ی حداقل ی مجموعه زیر I گاه آن باشد، اول

اگر : استقراء ح΋م

I ⊆
n+١∪
i=١

Pi

گاه آن
∃ ١ ≤ i ≤ n Ii ⊆ P

: کنیم ثابت است ͳکاف استقراء فرض به توجه با

∃j ١ ≤ j ≤ n+ ١ I ⊆
n+١∪
i=١
i ̸=j

Pi

نباشد: چنین کنیم فرض

∀j ١ ≤ j ≤ n+ ١ I ̸⊆
n+١∪
i=١
i ̸=j

: پس

(۶) ∀j ١ ≤ j ≤ n+ ١ ∃xj ∈ I;xj ̸∈
n+١∪
i=١
j ̸=١

Pi

٣



نوشت: توان ͳم بالا ی رابطه به توجه با حال

x١ ∈ I −→ x١ ∈ P١, ∀j ̸= ١ x١ ̸∈ Pj

x٢ ∈ I −→ x٢ ∈ P٢, ∀j ̸= ٢ x٢ ̸∈ Pj

xn+١ ∈ I −→ xn+١ ∈ Pn+١,∀j ̸= n+ ١ xn+١ ̸∈ Pj

x١......xn − xn+١ ∈ I آل ایده تعریف طبق پس
نوشت: توان ͳم صورت این در x١........xn − xn+١ ∈

∪n+١
i=١ Pi نتیجه در و

∃i;١ ≤ i ≤ n x١.....xn − xn+١ ∈ Pi =⇒ ١ ≤ i ≤ n; xn+١ inPi

.x١....xn − xn+١ ∈ Pn+١ است.پس تناقض که
اول آل ایده Pn+١ صورت این در و x١.....xn ∈ Pn+١ پس xn+١ ∈ Pn+١ چون

پس است.
∃i;١ ≤ i ≤ n xi ∈ Pn+١.

: قضیه ۶.٢

R صورت آن در باشد، نیمال ͳم اول آل ایده ͳمتناه تعداد با ͳکاهش ی حلقه R اگر
است. (A) ͳویژگ دارای

: برهان

aشامل نیمال ͳم اول آل ایده Έی بنابراین Rباشد. ی حلقه صفر علیه یΈمقسوم a
در P نیمال ͳم اول های آل ایده تمام برای a ̸∈ P دهیم نشان این΋ه است.برای موجود

دهید قرار . R
rR(a) ⊆ P =⇒ rR(a) ⊆ P (R)

.rR(a) = ٠ نتیجه در و P (R) = صورت٠ این در باشد، ͳکاهش ی Rحلقه که ͳزمان
دهید است.قرار تناقض که

I =
n∑

i=١

RaiR ⊆ Zl(R)

نیمال ͳم اول آل ....................ایده ی΋ه شامل I، ͳقبل مفروضات و فرض این با
که است موجود R از P نیمال ͳم آل ایده Έی بنابراین ١٫ ۵ لم به توجه با است. R
aixi = که طوری به xi ∈ R/P دارد وجود ai ∈ I ⊆ P هر برای I ⊆ P
زیرا x١..........................xn ̸= ٠ که کنید توجه ................................٠
است. ͳکاهش ی حلقه R و ..................................است اول کامل طور به P
..................................aix١.......xn = ٠ aixi......xn......x١x٢و = ٠ و

۴



R بنابراین .Ix١.....xn = ٠ نتیجه در i هر ازای به RaiRx١....xn = ٠ بنابراین
دارد. نیز را چپ ͳویژگ R روش همین به دارد. را (A) راست ͳویژگ

: گزاره ٧.٢

این در باشد. راست پوچساز روی بر a.c.c خاصیت با ͳکاهش ی حلقه R کنید فرض
رادارد. (A) ͳویژگ R صورت

نیمال ͳم اول آل ایده ͳمتناه تعداد فقط ..............................Rدارای : برهان
ͳمشخص مضرب اول نیمه حلقه در که کنیم توجه باید دهد. ͳم نتیجه را ح΋م این باشد
،هر R ͳجابجای حلقه در دارد. وجود نیمال ͳم اول آل .......................ایده سازی
دارد......................اما Rرا ͳویژگRصورت آن در باشد، ماکزیمال Rکه اول آل ایده
آل ایده ١.۴هر مثال عنوان نیست.به برقرار همواره ͳجابجای نیمه حلقه در مطلب این

ندارد. را (A) ͳویژگ است،اما ماکزیمال R حلقه در اول

: گزاره ٨.٢

باشد، ماکزیمال R اول آل ایده هر اگر باشد. پذیر برگشت ی حلقه Έی R کنید فرض
دارد. را (A) ͳویژگ R صورت آن در

تعدادی ازای به صورت این در .I =
∑n

i=١RaiR ⊆ Zl(R) فرضکنید : برهان
ͳم اول آل ایده P که کنید توجه است. I ⊆ PR از P ماکزیمال های آل ایده از
به است. توان پوچ I که گرفت نتیجه توان ͳم باشد I ⊆ P (R) اگر است. نیمال
که ͳزمان .akii = ٠ قراردهید: i = ١, ...., n که مثبت ΀صحی ki از ͳبعض ازای
است IK = ٠ v چنین هم (RaiR)ki = ٠ صورت این در باشد، پذیر برگشت R
و .Is = ٠ که باشد ͳمثبت عدد کوچ΋ترین s کنید فرض .K =

∑n
i=١ ki که ͳزمان

......................................... I ̸⊆ P (R) و ٠ ̸= Is−r ⊆ rR(I) = lR(I)
P (R)که ͳزمان است، ͳکاهش که کنید توجه .R̄ = R/P (R) صورت این در باشد.
نظر در حال باشد. R پذیر برگشت ی حلقه در توان پوچ اعضای تمام ی مجموعه عضو

...................................... بΎیرید:

(٧) Ī = (I + P (R))/P (R)P̄ = P/P (R)

است، لازم ai که جا هر

∀i > t ai ∈ P (R) a١....at ̸⊆ P (R)

۵



ͳزمان ............. .................................... هر ازای به پس .١ ≤ t ≤ که
که طوری ...............................................به که دارد وجود ١ ≤ j ≤ tکه
ͳم آل ایده ................... و ͳکاهش ی حلقه ............... زیرا .................
............................ زیرا ............................................... کنید است.توجه اول نیمال
باشد ͳکاهش ی حلقه ............................. که ͳزمان است. اول تام طور به
.................................................................................................
.................................................................................................................
.......................................................... ∀j ١ ≤ j ≤ t چنین هم و
Ib ⊆ سپس و .............................................................: دهید قرار

اگر .m ≥ ١ که است عددی کوچ΋ترین m که Ibm = ٠ چنین هم و P (R)

m = ١ −→ Ib = ٠

RaiRx− بنابراین . bIbm−١ ̸= ٠ اگر ٢ ≤ m کنید فرض آید. ͳم دست به ح΋م و
(A) راست ͳویژگ R نتیجه در Ix١.......xn = ٠ بنابراین i هر ازای به ١.....xn = ٠

دارد. نیز را (A) چپ ͳویژگ R روش همین به دارد. را

: گزاره ٩.٢

این در باشد. راست پوچساز روی بر a.c.c خاصیت با ͳکاهش ی حلقه R کنید فرض
برهان: دارد. را (A) ͳویژگ R صورت

۶


