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چͺیده

ام n جابجایͬ باشد.درجه مثبت صحیح عدد ͷی n و متناهͬ گروه ͷی G کنید فرض

از دیͽری تصادفͬ باعضو که G ازعضوتصادفͬ توان امین n محتملا، G از Pn(G)

روش شامل تنها که n = ۱ حالت وتوران اردوش شود.در١٩۶٨،پائول جابجامͬ G

ͷدادندوی راافزایش مطالعاتشان نویسنده کردند.اخیراچندین بررسͬ را بود ترکیبͬ های

ازیͷزیرگروه Pn(H,G) ام n جابجایͬ درجه اخیروجوددارد.مارابطه در١٠سال رشدنوشتاری

هست H داخل عضوتصادفͬ ͷازی ام n توان ͷکنیم.محتملای مͬ رامعرفͬ G در H

،هدف G ساختار روی Pn(H,G) و Pn(G) شود.تاثیر جابجامͬ G عضودر ͷبای که

کارحاضراست.

١



مقدمه ١

n جابجایͬ درجه ، G هرگروه هستند.برای متناهͬ گیریم درنظرمͬ که هایͬ گروه ی همه

جابجامͬ G از دیͽری باعضوتصادفͬ که است G عضوتصادفͬ ام n توان G از Pn(G) ام

شود.صریحا

Pn(G)=|{(x,y)∈G×G:[xn,y]=۱}|
|G|۲

تعدادی است.آنها(١)رابرای شده معرفͬ [؟] در ٢ ن.سارمین و ١ ن.م.م علͬ (١)اخیراتوسط

ناشͬ Pn(G) کردند.اهمیت پوچتوان٢ͬمحاسبه ٢-گروه٢-مولدازکلاس وتعدادی n مقدار

در وتوران اردوش است،توسط G جابجایͬ درجه که d(G) = P۱(G) که اینست ازحقیقت

نویسنده چندین مطالعات برای ͷکلاسی منبع ͷی کار ͷی چنین شود.این مͬ معرفͬ [؟]

زیادی d(G) های شد.تعمیم داده گواهͬ ؟] ؟، ؟، [؟، توسط مثال برای همانطورکه میشود،

جابجایͬ تایͬ n شد.درجه مطالعه [؟] و [؟] Gدر از dn(G) ام n پوچتوانͬ وجوددارد.درجه

مͬ Pn(G) دیدکه دونوشتار،خواهیم این شد.درمیان مطالعه [؟] در G از dn(G) متقابل

ازبرگه مهم کند.نتایج مͬ تصدیق آن با سروکارداشتن مارابه علاقه شودواین تواندقرارگرفته

آیند. درزیرمͬ حاضر

١N.M.M.Ali
٢N.Sarmin
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.Aقضیه

کند.دراینصورت راعادمͬ G مرتبه که عدداولͬ کوچͺترین p و ناآبلͬ گروه G کنید فرض

ارزند: زیرهم های گزاره

(i) G
Z(G)

≃ ZP × ZP ;

(ii) است ͷایزوکلینیp۳ ازمرتبه ابرpگروه ͷبایG

(iii) Pn(G) = p۲+p−۱
p۳ pعادنشود توسط هرگاه nهر ازای به

.Bقضیه

.Pn(G) = Pn(H) ،n ≥ ۱ هر برای باشند،آنͽاه ͷایزوکلینی دوگروه H و G اگر

اساسͬ چندنتیجه ٢

اند. زیرقبلادربالاذکرشده دوتعریف

n ≥ ۱ هر باشد.برای گروه G کنید فرض .١.٢ تعریف

و شود مͬ نامیده G ام n پوچتوانͬ درجه dn(G) =
|{(x۱,...,xn+۱)∈Gn+۱:[x۱,...xn+۱]=۱}|

|G|n+۱

مͬ نامیده G متقابل جابجایͬ -تایͬ n درجه dn(G) =
|{(x۱,...,xn+۱)∈Gn+۱:xixj=xjxi}|

|G|n+۱

شود.

پیدامͬ ؟] [؟، رادر d(G) جابجایͬ در(٢)و(٣)درجه n = ۱ برای طوربدیهͬ به

اصلͬ کارهامفهوم وجوددارد.دراین ؟] ؟، [؟، در dn(G) و dn(G) روی مهمͬ کنیم.نتایج

ازایده شود.بااستفاده مͬ مطالعه G در H زیرگروه ͷازی dn(H,G) نسبͬ پوچتوانͬ درجه

کنیم. مͬ زیررامعرفͬ ،مفهوم [؟] در شده داده

٣



Pn(H,G) = |{(h,g)∈H×G:[hn,g]=۱}|
|H||G| Gباشد. گروه از Hیͷزیرگروه فرضکنید تعریف٢.٢.

شود. مͬ نامیده G نسبͬ -ام n جابجایͬ درجه

اوقات راگاهͬ Pn(G) و Pn(H,G) ما .Pn(G) = Pn(H,G) Hآنͽاه = G روشنͬ،اگر به

گیریم. مͬ بایͺدیͽردرنظر برابر

Pn(G) = راعادکند،آنͽاه n باشدکه داشته یاتوانͬ آبلͬ G ،اگر مثال برای .٣.٢ مثال

.Pn(H,G) = ۱

n باشدکه داشته توانͬ آن مشتق زیرگروه ازکلاس٢که پوچتوان گروه ͷی G اگر .۴.٢ لم

.Pn(G) = Pn(H,G) = ۱ راعادکند،آنͽاه

برهان.

[xn, y] = [xxn−۱, y] = [x, y]x
n−۱

[xn−۱, y] = (xn−۱)−۱[x, y]x(n−۱)[xn−۱, y]

= [x, y][x, y]−۱(xn−۱))−۱[x, y]xn−۱[xn−۱, y] = [x, y][x, y, x(n−۱)][x(n−۱), y]

[x, y][xn−۱, y] = . . . = [x, y]n = ۱ داریم: آنͽاه [x, y, x(n−۱)] = ۱ چون

و Pn(H,G) = ۱ داریم n مثبت وعددصحیح G از H وزیرگروه G گروه برای البته

.(H ⊆ Z(G) مثال،میͽیریم (برای Pn(G) < ۱

کنیم مͬ شروع ابتدایͬ حقیقت ͷهستند.بای ضروری اصلͬ قضایای اثبات برای لم تعدادی

کند. مͬ مقایسه راباهم Pn(H) و Pn(H,G) که

باشد.آنͽاه: G گروه از زیرگروهͬ H کنید فرض .۵.٢ لم

∀n ≥ ۱, Pn(H,G) ≤ Pn(H)

G = HZ(G) اگر است برقرار برابری

۴



برهان.

pn(H,G) =
۱

| H || G |
∑
h∈H

| CG(h
n) |= ۱

| H |
∑
h∈H

| CG(h
n) |

| G |

≤ ۱
| H |

∑
h∈H

| CH(h
n) |

| H |
=

۱
| H |۲

∑
h∈H

| CH(h
n) |= Pn(H)

چون

∀x ∈ G,HCG(x) ⊆ G →| HCG(x) |≤| G |

→ | H || CG(x) |
| H

∩
CG(x) |

≤| G |→ | H |
| CH(x) |

≤ | G |
| CG(x) |

→ [H : CH(x)] ≤ [G : CG(x)]

پس: G = HCG(x) داریم x ∈ G هر ازای به آنͽاه G = HZ(G) اگر حال

.Pn(H,G) = Pn(H) داریم n ≥ ۱ هر برای بنابراین .[H : CH(x)] = [G : CG(x)]

صورت دراین باشد. G گروه سره زیرگروه H کنید فرض .۶.٢ لم

∀n ≥ ۱, ۱
[G : H]

Pn(H,G) ≤ Pn(G)

برهان.

Pn(G) =
۱

| G |۲
∑

| CG(g
n) |= ۱

| G |۲
[
∑
g∈H

| CG(g
n) | +

∑
g∈G−H

| CG(g
n) |]

=
۱

| G |۲
[| H || G | Pn(H,G) +

∑
g∈G−H

| CG(g
n) |] > | H |

| G |
Pn(H,G)

→ Pn(G) >
۱

[G : H]
Pn(H,G)

H در مشمول K که طوری به باشند، G گروه های زیرگروه K و H کنید فرض .٧.٢ لم

صورت این .در است

∀n ≥ ۱, Pn(H,G) ≥ ۱
[H : K]

Pn(K,G) ≥ ۱
[G : K]

Pn(K,H)

۵
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