
1 فصل

اصلی مفاهیم

کار به بعدي فصول در که نمادهایی و اصطلاحات از مجموعه�اي فصل این اول بخش در

و عملگرها و توابع درباره مختصري توضیح سوم و دوم بخش در کردیم. بیان را می�روند

است. شده آورده جبري سیستم�هاي همچنین

همچنین است.

یعنی است A روي همانی دوتایی عملگر (A مجموعه از قطر یک دیگر عبارت (به ∆A

∆A = {(a, a)|a ∈ A}

را: ρ ⊂ A× A همگن رابطه یک است.

باشد. ∆A ⊂ ρ اگر می�نامند انعکاسی •

باشد. ∆pr١ρ∪pr٢ρ ⊂ ρ اگر می�نامند جزئی انعکاسی •

باشد. ρ = ρ−١ اگر می�نامند متقارن •

باشد. ρ ◦ ρ ⊂ ρ اگر می�نامند انتقالی •
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اصلی مفاهیم .1 فصل

باشد. ρ ∩ ρ−١ ⊂ ∆A اگر می�نامند پادمتقارن •

شبه- رابطه یک و می�نامند شبه-ترتیب رابطه یک را انعکاسی و انتقالی دوتایی رابطه یک

ارز شبه-هم را انعکاسی و متقارن دوتایی رابطه یک می�نامند. ترتیب را پادمتقارن ترتیب

رابطه یک می�نامند. ارز) هم (جزئا جزئی ارز هم را انتقالی و متقارن رابطه یک و می�نامند

شبه-ترتیب ρ هر می�نامند. ارزي هم یا ارزي هم رابطه را انتقالی و متقارن و انعکاسی دوتایی

می�کند. القا A روي ε = ρ ∩ ρ−١ ارزي هم یک A روي

نتیجه در است. ∆A ⊂ ρ−١ پس است. ∆A ⊂ ρ پس هست انعکاسی ρ چون حقیقت در

را ε = ε−١ تساوي تقارن بررسی براي است. انعکاسی ε پس است. ∆A ⊂ ρ ∩ ρ−١ = ε

می�کنیم. بررسی

(a, b) ∈ ε⇔ (a, b) ∈ ρ ∩ ρ−١ ⇔ (a, b) ∈ ρ, (a, b) ∈ ρ−١

⇔ (b, a) ∈ ρ−١, (b, a) ∈ ρ⇔ (b, a) ∈ ρ ∩ ρ−١ = ε

⇔ (a, b) ∈ ε−١

است. ε ◦ ε ⊂ ε دهیم نشان باید ε بودن انتقالی بررسی براي

(a١, a٢) ∈ ε ◦ ε⇒ (∃ a٣) : (a١, a٣) ∈ ε, (a٣, a٢) ∈ ε

⇒ (a١, a٣) ∈ ρ ∩ ρ−١, (a٣, a٢) ∈ ρ ∩ ρ−١

⇒ (a١, a٢) ∈ ρ, (a١, a٢) ∈ ρ−١ ⇒ (a١, a٢) ∈ ε

واضح شد اثبات آنچه به توجه با است. آمده بدست ρ−١ و ρ بودن انتقالی از نتیجه آخرین

است. متقارن لزوما ε آن�گاه باشد دوتایی رابطه یک فقط ρ اگر که است

a ≡ b(ε)عبارت (a, b) ∈ ε جاي به آن�گاه باشد ارزي هم رابطه یک ε ⊂ A×A کنید فرض

(an abstract class or a block)کلاس-ε را ε⟨a⟩ مجموعه زیر a ∈ A هر براي می�شود. نوشته
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اصلی مفاهیم .1 فصل

نشان A/ε با را ε-کلاس�ها همه مجموعه می�نامند. a شامل بلوك) یک یا مجرد کلاس (یک

می�توان می�نامند. ε به توجه Aبا از فاکتورگیري مجموعه یا قسمتی خارج مجموعه و می�دهند

یعنی می�دهند تشکیل A از افراز یک ε-کلاس�ها، داد نشان

است. ∪a∈A ε⟨a⟩ = A (1

است. ε⟨a⟩ ∩ ε⟨b⟩ = ∅ ،a ̸= b که a, b ∈ A هر براي (2

باشد. ε⟨a⟩ = ε⟨b⟩ اگر فقط و اگر a ≡ b(ε) که است واضح

از ρ زیرمجموعه ،A١, ..., An مجموعه�هاي عناصر بین n-رابطه) یک (یا n-تایی رابطه یک

n-رابطه آن�گاه A١ = A٢ = ... = An اگر است. A١×A٢× ...×An دکارتی حاصل�ضرب

می�نامند. همگن را ρ

به�صورت رابطه�هایی چنین است. ρ ⊂ A١×...×An×B صورت به رابطه�هاي(١+n)-تایی

نظر در ρ ⊂ (×n
i=١Ai) × B یا ρ ⊂ (A١ × ... × An) × B شکل به دوتایی رابطه�هاي

ρ ⊂ An×A صورت به (١+n)-تایی رابطه�هاي بودن، همگن صورت در شد. خواهد گرفته

می�شوند. نوشته ρ ⊂ An+١ یا

از عنصر یک a = (a١, ..., an) و (١+n)-تایی رابطه یک ρ ⊂ (×n
i=١Ai)×B کنید فرض

Hi ⊂ Ai کنید فرض i ∈ {١, ..., n} = ١, n براي همچنین است. A١ × A٢ × ...× An

می�کنیم. تعریف صورت به را ρ(H١, ..., Hn) و ρ⟨a⟩ نمادهاي است.

ρ⟨a⟩ = {b ∈ B|(a, b) ∈ ρ}, (1.0.1)

ρ(H١, ..., Hn) =
∪
{ρ⟨a⟩|a ∈ H١ ×H٢ × ...×Hn}. (1.0.2)

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را pr٢(ρ) و pr١(ρ) علاوه به

pr١(ρ) = {a ∈ ×n
i=١Ai|(∃b ∈ B)(a, b) ∈ ρ},
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اصلی مفاهیم .1 فصل

pr٢(ρ) = {b ∈ B|(∃a ∈ ×n
i=١Ai)(a, b) ∈ ρ}.

i ∈ ١, n براي �که ρ و σ١, ..., σn +n)-تایی ١) رابطه�هاي از دنباله هر براي

σi ⊂ A١ × ...× An ×Bi , ρ ⊂ B١ × ...×Bn × C

(n+ ١) رابطه است،

ρ[σ١...σn] ⊂ A١ × ...× An × C

می�کنیم. تعریف زیر صورت به را

ρ[σ١...σn] = {(a, c)|(∃b)(a, b١) ∈ σ١, ..., (a, bn) ∈ σn, (b, c) ∈ ρ} (1.0.3)

است. b = (b١, ..., bn) ∈ B١ × ...×Bn که

که است واضح

ρ[σ١...σn](H١, ..., Hn) ⊂ ρ(σ١(H١, ..., Hn), ..., σn(H١, ..., Hn)), (1.0.4)

ρ[σ١...σn][χ١...χn] ⊂ ρ[σ١[χ١...χn]...σn[χ١...χn]] (1.0.5)

و σi ⊂ B١ × ...×Bn ×Ci و χi ⊂ A١ × ...×An ×Bi ، i = ١, ..., n ي برا که است

است. ρ ⊂ C١ × ...× Cn ×D

(1.0.4) رابطه بررسی

تعریف از استفاده با شود. مشخص ρ[σ١...σn](H١, ..., Hn) اعضاي کلی شکل باید ابتدا

(1.0.2) و (1.0.1) به توجه با حال است. ρ[σ١...σn] ⊂ A١ × ...× An × C

ρ[σ١...σn](H١, ..., Hn) =
∪
{ρ[σ١...σn]⟨a⟩|a ∈ H١ × ...×Hn}

=
∪
{c ∈ C|(a, c) ∈ ρ[σ١...σn], a ∈ H١ × ...×Hn}
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اصلی مفاهیم .1 فصل

است. زیر صورت به (1.0.4) رابطه اثبات اعضا کلی شکل به توجه با حال

c ∈ ρ[σ١...σn](H١, ..., Hn)

⇒ (a, c) ∈ ρ[σ١...σn], a ∈ H١ × ...×Hn

(٣·٠·١)⇒ ∃b ∈ B|(a, b١) ∈ σ١, ..., (a, bn) ∈ σn, (b, c) ∈ ρ

⇒ ∃b ∈ B|b١ ∈ σ١⟨a⟩, ..., bn ∈ σn⟨a⟩, (b, c) ∈ ρ

⇒ ∃(b١, ..., bn) = b ∈ σ١⟨a⟩ × ...× σn⟨a⟩, (b, c) ∈ ρ

⇒ c ∈ ρ(σ١(H١, ..., Hn), ..., σn(H١, ..., Hn)

به i = ١, ..., n ،σi(H١, ..., Hn) از هریک که است کافی نتیجه آخرین بهتر فهم براي

شود. استفاده ρ(k١, ..., kn) تعریف از سپس و شود گرفته نظر در ki یک صورت

(1.0.5) رابطه بررسی

بگیرید. نظر در را زیر روابط

K := ρ[σ١...σn] ⊂ B١ × ...×Bn ×D

ρ[σ١...σn][χ١...χn] = K[χ١...χn] ⊂ A١ × ...× An ×D

σi[χ١...χn] ⊂ A١ × ...× An × Ci i = ١,٢, ..., n

می�رویم. اثبات سراغ به حال

(a, d) ∈ K[χ١...χn]→ (∃b)| (a, b١) ∈ χ١, ..., (a, bn) ∈ χn, (b, d) ∈ K

→ (∃b)|(a, b١) ∈ χ١, ..., (a, bn) ∈ χn,∃c|(b, c١) ∈ σ١, ..., (b, cn) ∈ σn, (c, d) ∈ ρ.

پس است (b, ci) ∈ σi, (a, bi) ∈ χi ،i = ١,٢, ..., n هر براي اینکه به توجه با حال
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عملگرها و توابع .1.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

(a, c١) ∈ σ١(χ١, ..., χn), ..., (a, cn) ∈ σn(χ١, ..., χn)

i = ١, ..., n هر براي که طوري به دارد وجود c عنصر نتیجه در است.

(a, ci) ∈ σi(χ١, ..., χn), (c, d) ∈ ρ→ (a, d) ∈ ρ[σ١[χ١...χn]...σn[χ١...χn]].

است.

ابر را می�شود تعریف بالا به�صورت که O : (ρ, σ١, ..., σn) 7−→ ρ[σ١...σn] +n)-عملگر ١)

می�نامند. رابطه�ها از منگر ترکیب یا منگر مکان

کنید فرض

∆n
A = {(a, ..., a)|a ∈ A}

را: ρ ⊂ An+١ همگن +n)-رابطه ١) است.

باشد. ∆n+١
A ⊂ ρ اگر می�نامند انعکاسی (1

باشد. ρ[ρ...ρ] ⊂ ρ اگر می�نامند انتقالی (2

باشد. انتقالی و انعکاسی اگر می�نامند n-شبه-ترتیب (3

است. ترتیب شبه آن�گاه باشد n = ٢ اگر

عملگرها و توابع 1.1
هر و a ∈ A هر براي اگر می�نامند تابع یا مقداري یک را ρ ⊂ A × B دوتایی رابطه

b١, b٢ ∈ B

(a, b١) ∈ ρ ∧ (a, b٢) ∈ ρ→ b١ = b٢
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عملگرها و توابع .1.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

تابع ρ رابطه می�شود. استفاده ρ : A→ B عبارت از ρ ⊂ A×B به�جاي ρ تابع براي است.

ρ(a) با (که عنصر یک شامل تنها ρ⟨a⟩ مجموعه a ∈ pr١ρ هر براي اگر فقط و اگر است

زیر نتیجه آن�گاه باشد عضو یک شامل تنها ρ⟨a⟩ اگر حقیقت در باشد. می�شود) داده نشان

است. تابع ρ نتیجه در و است برقرار

(a, b١), (a, b٢) ∈ ρ⇒ b١, b٢ ∈ ρ⟨a⟩ ⇒ b١ = b٢

زیر نتیجه ρ بودن تابع از استفاده با آنگاه باشد x١, x٢ ∈ ρ⟨a⟩ متمایز دوعضو اگر برعکس

می�آید. بدست

x١, x٢ ∈ ρ⟨a⟩ ⇒ (a, x١), (a, x٢) ∈ ρ⇒ x١ = x٢

علاوه به باشد. pr١f = A اگر می�نامند (B بتوي A از نگاشت (یا کامل را f : A→ B تابع

می�نامند. B بروي A از نگاشت را f آن�گاه باشد، pr٢f = B اگر

یک ρ−١ رابطه اگر می�نامند مقداري یک معکوس طور به را ρ ⊂ A × B دوتایی رابطه

براي یعنی باشد تابع نیز f−١ اگر می�نامند یک به یک را f : A → B تابع باشد. مقداري

a١, a٢ ∈ pr١f هر

f(a١) = f(a٢)→ a١ = a٢

A از (کامل) هاي نگاشت همه خانواده� نماد T (A,B) ،A,B دلخواه مجموعه دو براي است.

مجموعه است. B بتوي A از جزیی نگاشت�هاي همه خانواده F(A,B) نماد است. B بتوي

واضح می�دهند. نشان R(A,B)را با را هستند یک به یک که B بتوي A از نگاشت�هاي همه

که است

T (A,B) ⊂ F(A,B) , R(A,B) ⊂ F(A,B)
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عملگرها و توابع .1.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

به می�دهند. نشان T (A),F(A),R(A) با را بالا مجموعه�هاي آن�گاه Aباشد = B اگر است.

مشابهی بیان�هاي است. f◦g ∈ F(A) آن�گاه باشد f, g ∈ F(A) اگر که می�شود دیده آسانی

f ∈ F(A,B) هر براي ببینیم که نیست سخت همچنین است. برقرار T (A),R(A) براي

Y١, Y٢ ∈ B(B) دلخواه مجموعه�هاي و

f−١(Y١ ∪ Y٢) = f−١(Y١) ∪ f−١(Y٢),

f−١(Y١ ∩ Y٢) = f−١(Y١) ∩ f−١(Y٢),

f−١(Y١ \ Y٢) = f−١(Y١) \ f−١(Y٢)

n-عملگر یک یا (جزئی) n-تایی تابع یک را F(×n
i=١Ai, B) مجموعه از عنصر هر است.

اگر می�نامند. n-عملگرها یا کامل n-تایی توابع را T (×n
i=١Ai, B) عناصر می�نامند. جزئی

Tنشان (An, A) و F(An, A) با را مجموعه�ها این باشد A = A١ = ... = An = B

اند. بسته n-مکانی توابع از منگر ترکیب تحت مجموعه�ها این که است واضح می�دهند.

و i = ١, ..., n هر براي زیر شرط اگر می�نامند، پذیر معکوس را f ∈ F(×n
i=١Ai, B) تابع

باشد. برقرار (a|ib١), (a|ib٢) ∈ pr١f

f(a|ib١) = f(a|ib٢)→ b١ = b٢

n-مکانی توابع همه مجموعه است. (a|ib) = (a١, ..., ai−١, b, ai+١, ..., an) این�جا در

معکوس جزئی n-مکانی یکعملگر می�شود. داده R(×nنشان
i=١Ai, B) نماد با پذیر معکوس

با را جزئی n-تایی هاي گروه شبه همه مجموعه می�نامند. جزئی n-تایی گروه شبه را پذیر

به (n > ٢ (براي پذیر معکوس n-تایی توابع از منگر ترکیب می�دهند. نشان R(An, A)

نیست. پذیر معکوس تابع یک کلی طور
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جبري سیستم�هاي .2.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

σi(a) = که است نگاشتی σi : An → A ،i = ١, ..., n براي کنید فرض .1.1.1 مثال
می�شود. تعریف زیر صورت به ρ : An → A کنید فرض همچنین است. a١ + ...+ an

ρ(a) =


∑n

٢
i=١(a٢i − a٢i−١) n is even,

(an − a١) +
∑n−١

٢
i=١ (a٢i − a٢i−١) n is odd

پذیرند. وارون توابع ρ همچنین و است i = ١, ..., n که σi که می�شود داده نشان راحتی به

که است a 7→ ٠ صورت به ρ[σ١...σn] : A
n → A ضابطه توابع ترکیب تعریف از استفاده با

نیست. پذیر وارون وضوح به

Ini (a١, ..., an) = ai صورت به a١, ..., an ∈ A هر براي که Ini ∈ T (An, A) تابع

می�نامند. A مجموعه از n-تایی تصویر را می�شود تعریف

جبري سیستم�هاي 2.1
دلخواه رابطه یک ρn ∈ B(Amη) و باشد دلخواه عملگر یک oξ ∈ T (Anξ) کنید فرض

می�نامند. ρη و oξ از arity ترتیب به را mη و nξ آن�گاه باشد. A مجموعه روي شده تعریف

یک A آن در که U = (A, o١, ..., op, ρ١, ..., ρp) فرم به سیستمی یعنی جبري سیستم

A روي mk-تایی هاي رابطه ρ١, ..., ρp و A روي ni-تایی عملگرهاي o١, ..., op و مجموعه

می�نامند. U، signature سبک ,o١)را ..., op, ρ١, ..., ρp) سیستم هستند.

(A, o١, ..., op) فرم به سیستمی هر می�نامند. U نوع از را (n١, ..., np,m١, ...,mq) سیستم

براي می�نامند. دوتایی گروهوار را است دوتایی عملگر o که (G, o) جبر می�نامند. جبر یک را

غیره، و <,6, χ, σ, ρ از دوتایی رابطه�هاي براي و ∨,∧, ∗,+, . نمادهاي دوتایی عملگرهاي

اگر می�نامند. n-تایی گروهوار را است n-تایی عملگر o که (G, o) جبر می�شود. استفاده
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جبري سیستم�هاي .2.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

از جبري هاي سیستم U
′
= (A

′
, o

′

١, ..., o
′
p, ρ

′

١, ..., ρ
′
p) و U = (A, o١, ..., op, ρ١, ..., ρp)

اگر: می�نامند U′ به U از همریختی را P : A −→ A
′ نگاشت آن�گاه باشند، نوع یک

باشد. برقرار را زیر تساوي x١, ..., xnξ
∈ A و ξ ∈ {١, ..., n} هر براي (1

P (oξ(x١, ..., xnξ
)) = o

′
(P (x١), ..., P (xnξ

)).

باشد. برقرار زیر نتیجه x١, ..., xmη ∈ A و η ∈ {١, ...,m} هر براي (2

(x١, ..., xmη) ∈ ρη ←→ (P (x١), ..., P (xmη)) ∈ ρ
′
η.

U
′ و U آن�گاه باشد A′ بروي A از یک به یک همریختی P یعنی باشد، یکریختی P اگر

می�دهند. نشان U ∼= U
′ نماد با را مطلب این اند. یکریخت

در که (G, .) گروهوار یعنی است. پذیر شرکت عملگر با (G, .) دوتایی گروهوار گروه، نیم

می�کند. صدق (xy)z = x(yz) تساوي

که طوري به باشد داشته وجود x ∈ G اگر می�نامند منظم را (G, .) نیم�گروه از g عنصر

می�نامند. منظم را باشند منظم آن عناصر همه که نیم�گروهی باشد. gxg = g

باشد. ggg = g و ggg = g اگر می�نامند معکوس را g, g عنصر دو

یکتا مشخص عنصر یک ،g عنصر هر براي که است منظمی نیم�گروه معکوس، نیم�گروه یک

اگر می�نامند خودتوان را g ∈ G عنصر باشند. معکوس g, g که طوري به باشد دشته وجود g

و باشد منظم اگر فقط و اگر است معکوس نیم�گروه یک که داد نشان می�توان باشد. gg = g

حقیقت در باشد. ef = fe یعنی شوند جا جابه یکدیگر با آن از e, f خودتوان عنصر دو هر

دو هر دهیم نشان باید پس است. منظم تعریف طبق آن�گاه باشد معکوس نیم�گروه G اگر

نشان باشند. خودتوان عضو دو f, e کنید فرض می�شوند. جابجا یکدیگر با خودتوان عضو
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جبري سیستم�هاي .2.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

نتیجه وارون عضو یکتایی به توجه با آن�گاه هستند. fe وارون�هاي دو هر fe و ef می�دهیم

است. fe وارون ef می�گیریم نتیجه زیر تساوي دو از است. ef = fe می�گیریم

(ef)(fe)(ef) = e(ff)(ee)f = (efe)f = ef

(fe)(ef)(fe) = f(ee)(ff)e = (fef)e = fe

است. fe وارون fe می�گیریم نتیجه زیر تساوي از

(fe)(fe)(fe) = (fef)(efe) = fe

باید جابجایی�اند. آن خودتوان عضو دو هر که باشد منظمی نیم�گروه G کنید فرض برعکس

وارون�هاي x, y و Gباشد از دلخواهی عضو g فرضکنید دارد. یکتا وارون عضو هر دهیم نشان

تعریف طبق پس باشند آن

xgx = x , gxg = g

ygy = y , gyg = g

خودتوان�اند. yg, gy, gx, xg عناصر می�دهیم نشان

(yg)(yg) = (ygy)g = yg , (gy)(gy) = g(ygy) = gy

(xg)(xg) = (xgx)g = xg , (gx)(gx) = (gxg)x = gx

پس می�شوند جابجا یکدیگر با خودتوان�ها فرض طبق

(xg)(yg) = (yg)(xg)⇒ xg = yg

(gy)(gx) = (gx)(gy)⇒ gx = gy

11



جبري سیستم�هاي .2.1 اصلی مفاهیم .1 فصل

می�شود. کامل اثبات و است y = (yg)y = (xg)y = x(gy) = xgx = x حال است.

ge = ، g ∈ G هر براي که است e ∈ G عنصر (G, .) گروهوار از خنثی) (عنصر همانی

است. eg = g

پذیر حل a, b ∈ G هر براي ya = b و ax = b معادلات که است (G, .) نیم�گروه گروه،

جبر یک عنوان به می�تواند گروه یک می�شوند. مشخص یکتا صورت به ها جواب این باشد.

شود. گرفته نظر در می�کند، صدق زیر شرط سه در که (٢,١,٠) نوع از (G, .,−١ , e)

(xy)z = x(yz),

xe = ex = x,

xx−١ = x−١x = e.
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2 فصل

توابع از ,٢)-نیم�گروه�ها n)

جزئی n-مکانی توابع همه شامل F(An, A) مجموعه روي را دوتایی عملگرهاي فصل این در

می�شوند) نامیده مان1 ابرمکان�هاي حالا (که ترکیب�هایی چنین می�کنیم. تعریف A روي

جمله از زیادي نویسندگان توسط آن از پس شد. مطالعه [39] در مان توسط بار اولین براي

جبري، روش�هاي توسط جزئی مکانی چند توابع بررسی شد. مطالعه نیز [71] و [57] و [1]

که توابع مجموعه روي را گوناگونی عملگرهاي می�کند. بازي نوین ریاضیات در مهمی نقش

n-مکانی، توابع براي پایه عملگر می�دهیم. قرار توجه مورد می�شوند تعریف طبیعی طور به

شده تعریف طبیعی طور به که دارد وجود دیگري عملگر اما است. O +n)-تایی ١) عملگر

n-مکانی توابع از ⊕١, ...,⊕n مان دوتایی ترکیب�هاي ما این�جا در دارد. بررسی ارزش و است

توابع توسط را جبرهایی نمایشچنین روش�هاي همچنین می�دهیم. قرار توجه مورد را جزئی

می�دهیم. ارائه n-مکانی

Mann1
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نمایش�هایشان و ,٢)-نیم�گروه�ها N) .1.2 توابع از ,٢)-نیم�گروه�ها N) .2 فصل

نمایش�هایشان و ,٢)-نیم�گروه�ها n) 1.2
شرکت دوتایی عملگر n با مجموعه�هایی یعنی ,٢)-نیم�گروه�ها n) نمایش�هاي بخش این در

نمایشی چنین هر می�کنیم ثابت و می�کنیم بررسی جزئی n-مکانی توابع توسط را پذیر

است. مشخص جفت�هاي توسط شده القا نمایش�هاي ساده�ترین از خانواده�اي از اجتماعی

عملگر n ،A مجموعه روي شده تعریف n-مکانی توابع همه از F(An, A) مجموعه روي

که طوري به می�گیریم نظر در می�شوند نامیده مان مکان�هاي ابر که ,١⊕را ...,⊕n دوتایی

i = ١, ..., n و a١, ..., an ∈ A و f, g ∈ F(An, A) همه براي

(f ⊕i g)(a١, ..., an) = f(a١, ..., ai−١, g(a١, ..., an), ai+١, ..., an)

خلاصه صورت به یا است

(f ⊕i g)(a
n
١) = f(ai−١١ , g(an١), a

n
i+١)

Φ ⊂ F(An, A) که (Φ,⊕١, ...,⊕n) جبر پذیرند، شرکت مان مکان�هاي ابر همه چون است.

Φ ⊂ T (An, A) وقتی حالت این در می�نامند. n-مکانی توابع از ,٢)-نیم�گروه n) را هست

ازعملگرهاي ,٢)-نیم�گروه n) را جبر این باشد عملگرهايn-تایی از مجموعه�اي Φ یعنی باشد

می�نامند. n-تایی

⊕i ترکیب پذیري شرکت بررسی

((f ⊕i g)⊕i h)(a١, ..., an) = (f ⊕i g)(a١, ..., ai−١, h(a١, ..., an), ai+١, ..., an)

= f(a١, ..., ai−١, g(a١, ..., ai−١, h(a١, ..., an), ai+١, ..., an), ai+١, ..., an) (١)

(f ⊕i (g ⊕i h))(a١, ..., an) = f(a١, ..., ai−١, (g ⊕i h)(a١, ..., an), ai+١, ..., an)

f(a١, ..., ai−١, g(a١, ..., ai−١, h(a١, ..., an), ai+١, ..., an), ai+١, ..., an) (٢)
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نمایش�هایشان و ,٢)-نیم�گروه�ها N) .1.2 توابع از ,٢)-نیم�گروه�ها N) .2 فصل

است. پذیر شرکت ⊕i که می�گیریم نتیجه (2) و (1) از حال

شده تعریف و پذیر شرکت دوتایی عملگرهاي ⊕١, ...,⊕n ,١⊕,G)که ...,⊕n) مجرد جبر

-(٢, n) بتوي همریختی�هایش از یک هر .2 می�نامند ,٢)-نیم�گروه n) را هستند G روي

(عملگرهاي n-مکانی توابع نمایشتوسط را (عملگرهايn-تایی) n-مکانی توابع از نیم�گروهی

که ,٢)-نیم�گروهی n) می�نامند. وفادار را باشد یک به یک که نمایشی می�نامند. n-تایی)

می�نامند. نمایش قابل را دارد وجود وفادار نمایش آن براي

e١, ..., en عناصر شامل اگر می�نامند یکانی را (G,⊕١, ...,⊕n) ,٢)-نیم�گروه n) تعریف1.1.2.
i ̸= k که i, k = ١, ..., n و g ∈ G همه براي که طوري به باشد دارند نام انتخاب�گر که

است

g ⊕i ei = ei ⊕i g = g 5.1.2

ek ⊕i g = ek 5.1.3

باشد.

x⊕i١ y١ ⊕i٢ صورت به اختصار به را (...(x⊕i١ y١)⊕i٢ y٢)...)⊕ik yk فرم به عبارت

می�نویسیم. x⊕ik
i١
yk١ صورت به یا ...⊕ik yk

می�شود. تعریف زیر صورت به µi(⊕is
i١
xs
١) نماد

µi(⊕is
i١
xs
١) =


xk ⊕is

ik+١
xs
k+١ ∃k ∈ {١, ..., s}|i ̸= i١, ..., i ̸= ik−١, i = ik,

∅ O.W

مثال براي

است. دلخواه نیم�گروه یک n = ١ 2براي
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نمایش�هایشان و ,٢)-نیم�گروه�ها N) .1.2 توابع از ,٢)-نیم�گروه�ها N) .2 فصل

µ٢⊕)١x⊕١ y ⊕٣ z) = y ⊕٣ z , µ٢⊕)٢x⊕١ y ⊕٣ z) = x⊕١ y ⊕٣ z

µ٢⊕)٣x⊕١ y ⊕٣ z) = z , µ۴(⊕٢x⊕١ y ⊕٣ z) = ∅

به یا f [g١...gn] نماد با را A مجموعه روي f, g١, ..., gn n-مکانی توابع از منگر مکان ابر

زیر صورت به a١, ..., an ∈ A هر براي و می�دهند نشان f [gn١ ] نماد با کوتاه�شده صورت

می�کنند. تعریف

f [gn١ ](a
n
١) = f(g١(a

n
١), ..., gn(a

n
١)) 5.1.4

است. نشده تعریف یا شده تعریف همزمان طور به 5.1.4 چپ و راست سمت می�کنیم فرض

توابع یعنی کردیم. معرفی n-مکانی تصویر�هاي نمادهاي عنوان به را In١ , ..., I
n
n پیش�تر

می�شود. تعریف زیر صورت به i = ١, ..., n و a١, ..., an ∈ A هر براي که کاملی n-مکانی

Ini (a١, ..., an) = ai

تساوي�هاي A روي شده تعریف n-مکانی توابع همه براي که کرد بررسی می�توان آسانی به

است. برقرار است i ̸= k که i, k = ١, ..., n هر براي زیر

f [In١ , ..., I
n
n ] = f 5.1.6

Ini [g١...gn] = gi ◦∆pr١g١∩...∩pr١gn 5.1.7

f ⊕i g = f [In١ ...I
n
i−١gI

n
i+١...I

n
n ] 5.1.8

f [gn١ ][h
n
١] = f [g١[h

n
١]...gn[h

n
١]] 5.1.9

(f ⊕i g)[h
n
١] = f [hi−١

١ g[hn
١]h

n
i+١] 5.1.10

f [gn١ ]⊕i h = f [(g١ ⊕i h)...(gn ⊕i h)] 5.1.11

g ⊕i I
n
i = Ini ⊕i g = g 5.1.12
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Ink ⊕i g = Ink ◦∆pr١g 5.1.13

⊕i١ , ...,⊕ik و f, g١, ..., gn ∈ F(An, A) n-مکانی توابع همه براي .2.1.2 گزاره

f ⊕is
i١
gs١ = f [(In١ ⊕

is
i١
gs١)...(I

n
n ⊕is

i١
gs١)] 5.1.14

است.

تساوي�هاي از استفاده با آن�گاه باشد s = ١ وقتی می�کنیم. ثابت استقرا با را 5.1.14 اثبات.

می�شود. حاصل زیر تساوي�هاي 5.1.13 و 5.1.8

f ⊕i١ g١ = f [In١ ...I
n
i١−١g١I

n
i١+١...I

n
n ]

= f [(In١ ◦∆pr١g١)...(I
n
i١−١ ◦∆pr١g١)g١(I

n
i١+١ ◦∆pr١g١)...(I

n
n ◦∆pr١g١)]

= f [(In١ ⊕i١ g١)...(I
n
i١−١ ⊕i١ g١)(I

n
i١
⊕i١ g١)(I

n
i١+١ ⊕i١ g١)...(I

n
n ⊕i١ g١)]

= f [(In١ ⊕i١ g١)...(I
n
n ⊕i١ g١)]

است. برقرار 5.1.14 شرط s = ١ براي بنابراین

باشد. برقرار زیر تساوي یعنی باشد. برقرار نیز s = k براي شرط این کنید فرض

f ⊕ik
i١
gk١ = f [(In١ ⊕

ik
i١
gk١)...(I

n
n ⊕

ik
i١
gk١)]

می�شود. حاصل زیر تساوي�هاي 5.1.11 تساوي و فرض این از استفاده با بنابراین

f ⊕ik+١
i١

gk+١١ = (f ⊕ik
i١
gk١)⊕ik+١ gk+١ = f [(In١ ⊕

ik
i١
gk١)...(I

n
n ⊕

ik
i١
gk١)]⊕ik+١ gk+١

= f [((In١ ⊕
ik
i١
gk١)⊕ik+١ gk+١)...((I

n
n ⊕

ik
i١
gk١)⊕ik+١ gk+١)]

= f [(In١ ⊕
ik+١
i١

gk+١١ )...(Inn ⊕
ik+١
i١

gk+١١ )]

می�شود. ثابت نیز s = k + ١ براي 5.1.14 پس

17



نمایش�هایشان و ,٢)-نیم�گروه�ها N) .1.2 توابع از ,٢)-نیم�گروه�ها N) .2 فصل

-n توابع از تصویري شبه-مرتب ,٢)-نیم�گروه n) را (Φ,⊕١, ...,⊕n, χΦ) جبري سیستم

A روي n-مکانی توابع از ,٢)-نیم�گروه n) ،(Φ,⊕١, ...,⊕n) اگر می�نامند مکانی

χΦ = {(f, g) ∈ Φ× Φ|pr١f ⊂ pr١g}

اگر گویند مرتب اساسا را n-مکانی توابع از (Φ, O,⊕١, ...,⊕n)منگر ,٢)-نیم�گروه n) باشد.

باشد. شده تعریف زیر صورت به ζΦ رابطه Φ روي

(f, g) ∈ ζΦ ⇐⇒ f ⊂ g
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