
گروه احتمالͬ نظریه در شده تعریف مفاهیم از ͬͺی گروه ͷی جابجایͬ درجه -abstract
این باشد. داشته گروه آن ساختار برخͬ و خواص معرفͬ در مهمͬ نقش تواند مͬ که هاست،
احتمال توانست آن از استفاده با که شد. معرفͬ میلر توسط ١٩۴۴ سال در بار اولین برای درجه
که مستقیمͬ نقش به توجه با آورد. دست به را متناهͬ گروه ͷی در دلخواه عنصر دو شدن جابجا
دارند، آن جابجایͬ درجه محاسبه در گروه ͷی پذیر نا تحویل های سرشت و تزویج های کلاس
درجه برای را تری جدید نتایج توان مͬ محاسبات، در مفاهیم این خواص و نتایج کارگیری به با
تواند مͬ ها گروه ایزوکلینیسم مفهوم و احتمال این بین ارتباط همچنین آورد. دست به جابجایͬ
متناهͬ گروه ͷی در دلخواه زیرگروه دو اینͺه احتمال باشد. داشته ها گروه بندی رده در اساسͬ نقش
G متناهͬ گروه زیرگروه جابجایͬ درجه مفهوم ماریوس ٢٠٠٩ سال در چیست؟ شوند جابجا باهم
زیر اینͺه احتمال مفهوم این از استفاده با کرد. معرفͬ را شود مͬ داده نمایش sd(G) نماد با که
صریح های فرمول همچنین شود. مͬ گیری اندازه شوند، جابجا هم با G متناهͬ گروه های گروه
تعریف با ماریوس ٢٠١٠ سال در است. آمده بدست متناهͬ گروه خاص های کلاس برخͬ برای
نمایش sd(H,G) نماد با که آن از H گروه زیر و G زیرگروه نسبͬ گروه زیر جابجایͬ درجه مفهوم
زیرگروه اینͺه احتمال توان مͬ مفهوم این از استفاده با که داد. تعمیم را مفهوم این شود مͬ داده
جابجایͬ درجه معرفͬ به نامه پایان این در کرد. گیری اندازه را شوند جابجا باهم G گروه زیر با H
از، است عبارت ها تعمیم این است. شده پرداخته آن از حاصل های تعمیم و متناهͬ گروه ͷی
متناهͬ های گروه نسبͬ گروه زیر جابجایͬ درجه گروه، زیر جابجایͬ درجه نسبͬ، جابجایͬ درجه
را مختلفͬ های کران و کرده معرفͬ کامل طور به توان مͬ را تعاریف این از کدام هر باشد. مͬ

دهیم. مͬ ارایه شده معرفͬ درجات برای
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نظریه کردن وارد است، گرفته قرار دانان ریاضͬ توجه مورد اخیر دهه چند در که مسایلͬ از ͬͺی
موضوع ͷی در مناسب احتمال ͷی تعریف با اند کرده سعͬ آنها باشد. مͬ ها گروه نظریه به احتمال
بیاید. آنها ͷکم به مربوطه موضوع مختلف قضایای اثبات در که بیاورند دست به را نتایجͬ خاص،
به ها گروه نظریه در را احتمال دانان ریاضͬ برخͬ مواردی در بیستم قرن شصت دهه از قبل آنͺه با
[١١] ،[١٠] ،[٩] تران[٨]، ،[٧] رنͬ با همراه اردوش بعد به ١٩۶۵ سال از اما بودند گرفته کار
مسایل توانستند و کردند پیͽیری را ها گروه احتمالͬ نظریه بحث جدی طور به ،[۶] ،[۵] هال و
مربعͬ احتمال مثال عنوان به کنند. مطرح ها گروه نظریه با ارتباط در را مختلفͬ احتمالͬ و آماری
خود با برابر دقیقا عناصر تمام ٢ توان که است وقتͬ آن آل ایده حالت که متناهͬ گروه ͷی بودن

باشد. گروه
احتمال شد، معرفͬ ١٩۴۴ سال در ،[٢٩] میلر توسط ها گروه برای که احتمالاتͬ از ͬͺی
های جفت تعداد ،G مانند متناهͬ گروه ͷی برای او بود. متناهͬ گروه ͷی در عنصر دو جابجایͬ
بر را شده حاصل تعداد سپس شوند، مͬ جا جابه هم با که گرفت نظر در را G × G در را مرتبͬ
١٩٧٣ سال در نامید. G گروه جابجایͬ درجه را حاصل عدد و کرد تقسیم G گروه مرتبه دو توان
های کلاس تعداد و شده معرفͬ احتمال بین ارتباطͬ توانست فرمول ͷی ارایه با ،[١٧] گاستافسون
تعداد تقسیم حاصل با برابر گروه ͷی جابجایͬ درجه که داد نشان او کند. برقرار گروه تزویج
های کلاس تعداد درباره که اطلاعاتͬ هر بنابراین است. گروه مرتبه بر گروه آن تزویج های کلاس
تران و اردوش مثال، عنوان به شود. گرفته کار به نیز اینجا در تواند مͬ باشد آمده دست به تزویج
حداقل ،G تزویج های کلاس تعداد که دادند نشان مستقل طور به ،[٣٠] در نیومن و [١١] در
جابجایͬ درجه برای پایین کران ͷی گروه، مرتبه بر عدد این تقسیم با حال باشد. مͬ log۲log۲|G|

و [١۶] ،[١۵] ،[٢] در تزویج های کلاس درباره که نتایجͬ بنابراین شود. مͬ حاصل G گروه
باشند. مͬ جابجایͬ درجه در استفاده قابل اند، آمده دست …به

بالای کران است، آمده دست به ها گروه جابجایͬ درجه برای که نتایجͬ ترین قدیمͬ از ͬͺی
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و گردید ارایه ،[١٧] گاستافسون توسط که باشد، مͬ آبلͬ غیر های گروه جابجایͬ درجه برای ۵۸
این که رسد مͬ نظر به بنابراین گیرد مͬ را کران این ،٨ مرتبه از آبلͬ غیر گروه ͷی اینͺه به توجه با

است. دقیق کران ͷی بالا کران
باشد مͬ لسͺات پائول است، داده انجام جابجایͬ درجه روی را کار بیشترین که افرادی از ͬͺی
با آن ارتباط و ها گروه ایزوکلینیسم مفهوم از استفاده با او . [٢٧] ، [٢۶]،[٢۵] ،[٢۴] ،[٢٣]

نشان او کند. بندی رده را بود ۱۲ حداقل آنها جابجایͬ درجه که هایͬ گروه توانست جابجایͬ درجه

هستند. ٢ حداکثر کلاس از توان پوچ های گروه ،۱۲ از بزرگتر احتمال با هایͬ گروه داد
در کردند. معرفͬ متناهͬ گروه زیرگروه جابجایͬ درجه مفهوم ،[٣۵] ماریوس ٢٠٠٩ سال در
گروه ͷی برای او گرفت. قرار بررسͬ مورد گروه ͷی های زیرگروه شدن جابجا احتمال تعریف این
جابجا هم با که گرفت نظر در L(G) × L(G) در را مرتبͬ های جفت تعداد ،G مانند متناهͬ
درجه را حاصل عدد و کرد تقسیم L(G) مرتبه دو توان بر را شده حاصل تعداد سپس شوند. مͬ

نامید. G گروه گروه زیر جابجایͬ
ͷی برای را نسبͬ جابجایͬ درجه مفهوم ،[١۴] رضائͬ و لسͺات عرفانیان، ٢٠٠٧ سال در
به نسبت گروه ͷی جابجایͬ درجه تعریف این در کردند. معرفͬ آن از گروه زیر ͷی و متناهͬ گروه
درجه این باشد داشته تواند مͬ زیرگروه که خواصͬ به توجه با و آید مͬ دست به آن از گروه زیر ͷی
با جابجایͬ درجه قضایای تعمیم و بالا کران ارایه باشند. مͬ محاسبه قابل خواص آن از استفاده با

گرفت. صورت آنها توسط که بود نتایجͬ جدید، تعریف از استفاده
در که است متناهͬ گروه نسبͬ زیرگروه جابجایͬ درجه زیرگروه، جابجایͬ درجه تر کلͬ حالت
ͷی نسبͬ گروه زیر جابجایͬ درجه محاسبه برای آنها شد. معرفͬ ماریوس[٣۵]، توسط ٢٠١٠ سال
،L(H)×L(G) در را مرتبͬ های جفت تعداد ، H مانند آن از گروه زیر ͷی و G مانند متناهͬ گروه
L(H) × L(G) مرتبه بر را شده حاصل تعداد سپس شوند. مͬ جا به جا هم با که گرفتند نظر در

نامیدند. G گروه نسبͬ گروه زیر جابجایͬ درجه را حاصل عدد و کردند تقسیم
مورد پیشنیازهای و مقدماتͬ مفاهیم اول فصل در باشد. مͬ فصل سه بر مشتمل نامه پایان این
گروه جابجایͬ درجه معرفͬ به اختصاص دوم فصل کرد. خواهیم بیان را بعد های فصل در استفاده
نسبͬ جابجایͬ درجه و جابجایͬ درجه ی جداگانه بخش دو در که دارد آن تعمیم و متناهͬ های
جابجایͬ درجه و جابجایͬ درجه درباره آمده دست به نتایج برخͬ فصل این در کرد. خواهیم عنوان
کرد. خواهیم ارایه را اند شده اثبات مولفین[١۴]، سایر و عرفانیان و لسͺات[٢۶] توسط که نسبͬ
بخش دو در که دارد آن تعمیم و متناهͬ های گروه زیرگروه جابجایͬ درجه معرفͬ به سوم فصل در
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،[٣۵] ماریوس توسط که نسبͬ گروه زیر جابجایͬ درجه و زیرگروه جابجایͬ درجه ی جداگانه
کرد. خواهیم ارایه را اند شده اثبات
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١ فصل
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را باشد مͬ بعدی های فصل در نیاز مورد که مقدماتͬ نتایج و تعاریف داریم قصد فصل این در
مورد که را آنها خواص از بعضͬ و کرده بیان را مقدماتͬ مفهوم چند اول بخش در کنیم. بیان
درجه و جابجایͬ درجه از مختصری دوم بخش در کنیم. مͬ باشد،عنوان مͬ نامه پایان این در نیاز
خواص و ناجابجایͬ گراف و گراف مفهوم سوم بخش در و داد خواهیم ارایه گروه نسبͬ جابجایͬ

کرد. خواهیم ارایه را آن
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مقدماتͬ نتایج و تعاریف ١.١

هر و G از g هر ازای به و باشد تهͬ غیر ای مجموعه X و گروه ͷی G کنیم فرض .١.١.١ تعریف
که طوری به باشد داشته وجود دهیم مͬ نشان x ∗ g علامت با را آن که X از یͺتایͬ عضو ،X از x

و x ∗۱ = x،X از x هر ازای به (الف)
.x ∗ (g۱ ∗ g۲) = (x ∗ g۱) ∗ g۲ ،X از x هر و G از g۲،g۱ هر ازای به (ب)

در سهولت برای گویند. X بر G عمل را ∗ و کند مͬ عمل X بر G گوییم صورت این در
مͬ نشان (G|X) نماد با را X بر G عمل .xg یا xg نوشت خواهیم معمولا x ∗ g جای به نوشتن،

دهیم.

Cx = ،x ∈ G هر برای صورت این در باشد. دلخواه گروهͬ G کنیم فرض .٢.١.١ تعریف
نمایش k(G) نماد با را G تعداد گوییم. G در x تزویج رده را {xg|g ∈ G}

دهیم. مͬ

باشند، G گروه تزویج های رده های نماینده {xi}۱≤i≤n و متناهͬ گروه ͷی G اگر .٣.١.١ قضیه
و [G : CG(xi)] = |Cxi

| آنͽاه

|G| = |Z(G)|+
∑

xi /∈Z(G)

|G|
|CG(xi)|

گوییم. G گروه ای رده معادله را آن که

شود. مراجعه ٢۵٢ صفحه ۴-٧-١ نتیجه صفحه٢۵١و ٧-١-٢ قضیه زاده رجب به برهان.

H مرکزساز صورت این در باشد. آن از زیرگروهͬ H و گروه ͷی G کنیم فرض .۴.١.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان CG(H) نماد با را G در

CG(H) = {g ∈ G|gx = xg, ∀x ∈ H}.

داده نشان Z(G) نماد با را G مرکز صورت این در باشد. گروه ͷی G کنیم فرض .۵.١.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و

Z(G) = CG(G) = {g ∈ G|gx = xg, ∀x ∈ G}.

داد نشان توان مͬ سادگͬ به
Z(G) =

∩
x∈G

CG(x)

۵



نیازها پیش و مقدمات .١

H نرمالساز صورت این در باشد. آن از گروهͬ زیر H و گروه ͷی G کنیم فرض .۶.١.١ تعریف
کنیم مͬ تعریف زیر صورت به و داده نشان NG(H)نماد با را G در
NG(H) = {g ∈ G|gHg−۱ = H}.

شود. مͬ نامیده G در H مزدوج gHg−۱ = {ghg−۱|h ∈ H} آن در که

باشد زیر صورت به سری ͷی دارای هرگاه گوییم، توان پوچ را G گروه .٧.١.١ تعریف
۱ = G۰ ≤ G۱ ≤ . . . ≤ Gn = G

. Gi+۱
Gi

⊆ Z(
G

Gi

) و Gi ⊴ G ،۰ ≤ i ≤ n هر ازای به آن در که

G توانͬ پوچ رده را G مرکزی سری ترین کوتاه طول و گوییم مرکزی سری را سری چنین ͷی
گوییم.

است. توان پوچ D۸ گروه .٨.١.١ مثال

هر ازای به و γ۱(G) = G میͺنیم تعریف باشد. دلخواه گروهͬ G کنیم فرض .٩.١.١ تعریف
داشت توان مͬ زیر صورت به سری ͷی .γi+۱(G) = γi(G), G] ،i ≥ ۱

G = γ۱(G) ⊇ γ۲(G) ⊇ . . . ⊇ γi(G) ⊇ . . .

گوییم. مͬ G گروه پایینͬ مرکزی سری را آن که
،i ≥ ۱ هر ازای به و Z۱(G) = Z(G)و Z۰(G) = کنیم۱ مͬ تعریف G گروه برای همچنین

Zi+۱(G)

Zi(G)
= Z

( G

Zi(G)

)
.

شود مͬ دیده سادگͬ به

۱ = Z۰(G) ⊆ Z۱(G) ⊆ . . . ⊆ Zi(G) ⊆ . . .

نامیم. مͬ G گروه بالایͬ مرکزی سری را آن که

نامیم، مͬ یpͷ-گروه را G گروه صورت این در باشد. اول عددی p کنیم فرض .١٠.١.١ تعریف
نامیم، مͬ p-زیرگروه ͷی را G دلخواه گروه از H زیرگروه باشد. p از توانͬ G عنصر هر مرتبه اگر

باشد. p-گروه ͷی H هرگاه

۶
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حداکثر عنصر هر مرتبه هرگاه گوییم مقدماتͬ آبلͬ p-گروه ͷی را G آبلͬ گروه .١١.١.١ تعریف
و G′ = Z(G) ∼= Zp هرگاه گوییم ویژه بسیار p-گروه ͷی را G متناهͬ گروه باشد.همچنین p

باشد. مقدماتͬ آبلͬ p-گروه ͷی G

Z(G)

.١٢.١.١ لم
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